7. ДВОЙСТВЕННОСТЬ В ЛИНЕЙНОМ ПРОГРАММИРОВАНИИ

Каждой задаче ЛП может быть поставлена в соответствие другая задача ЛП, называемая двойственной. Первоначальная задача называется прямой или исходной.

1. Пример двойственных задач линейного программирования

В качестве примера двойственных задач рассмотрим следующую задачу.

Пример 1. Фирма выпускает продукцию A, B, C, D, используя для ее производства три вида ресурсов в количестве соответственно 260, 400, 240 единиц. Расход каждого ресурса на единицу выпускаемой продукции и цена единицы каждого вида продукции заданы таблицей:

	Вид

ресурса
	Объем ресурса
	Нормы расхода ресурсов

	
	
	A
	B
	C
	D

	1
	260
	2
	1
	3
	1

	2
	400
	1
	2
	1
	2

	3
	240
	2
	0
	1
	2

	Цена, у.е.
	1
	4
	2
	5


Определить план выпуска продукции, обеспечивающий фирме максимум стоимости выпускаемой продукции, и оценить каждый вид ресурсов. Оценки, приписываемые каждому ресурсу, должны быть такими, чтобы оценка всех ресурсов была минимальной, а суммарная оценка ресурсов, используемых на производство единицы каждого вида продукции, – не меньше цены единицы продукции данного вида.

Решение. Обозначим через 
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план выпуска продукции. Тогда математическая модель задачи нахождения оптимального плана, максимизирующего суммарную стоимость продукции, примет вид:
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Поставим в соответствие первому ресурсу оценку y1, второму – y2, третьему – y3. Тогда общая оценка ресурса, используемого на производство продукции, составит:
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Цель задачи – минимизировать эту величину. 

Суммарная оценка ресурса, необходимого для производства единицы продукции А, равна
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Согласно условию задачи эта величина должна быть не меньше цены единицы продукции А, т.е.
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Из аналогичных соображений получаем:
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Естественно предположить, что оценки y1, y2, y3 неотрицательны, т.е. 
[image: image7.wmf].
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Итак, получаем математическую модель задачи:


[image: image8.wmf],

y

y

y

W

min

240

400

260

3

2

1

®

+

+

=



[image: image9.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

³

+

+

³

+

+

³

+

³

+

+

,

y

y

y

,

y

y

y

,

y

y

,

y

y

y

5

2

2

2

3

4

2

1

2

2

3

2

1

3

2

1

2

1

3

2

1


        
[image: image10.wmf],

,

i

y

i

)

3

1

(

0

=

³


которую называют двойственной к задаче оптимального выпуска продукции из имеющихся ресурсов.

Компоненты 
[image: image11.wmf]*
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 оптимального плана 
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 называют оптимальными оценками ресурсов. Это оценки ресурсов в условиях конкретной задачи. Одни и те же ресурсы для разных предприятий представляют различную ценность. Изменение запасов ресурсов приводит к необходимости их переоценки. Следуя Л.В. Канторовичу, будем называть их объективно обусловленными оценками.

Оптимальные решения прямой и двойственной задач будут найдены позже.

2. Правила построения двойственных задач

Рассмотрим модель задачи ЛП в общей форме, в которой ограничения образуют смешанную систему, состоящую из неравенств и равенств, а переменные разделяются на свободные и несвободные, т.е. задачу:
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при ограничениях-неравенствах:
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при ограничениях-равенствах:
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при неотрицательных переменных:
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при свободных переменных:

хj 
[image: image17.wmf]<
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0        (j = t +1,…,n).  

Двойственной к данной прямой (исходной) задаче называют задачу:
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при неотрицательных переменных:
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при свободных переменных:
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при ограничениях-неравенствах:
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при ограничениях-равенствах:
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т.е. задачу, получаемую из исходной по следующим правилам:

1. Количество переменных двойственной задачи равно m – числу ограничений исходной задачи, а число ограничений двойственной задачи равно n – количеству переменных исходной задачи.

2. Свободные члены 
[image: image25.wmf])
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исходной задачи являются коэффициентами целевой функции двойственной задачи, а коэффициенты 
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целевой функции исходной задачи становятся правыми частями системы ограничений двойственной задачи.

3. Матрицей коэффициентов системы ограничений двойственной задачи служит матрица AT, получаемая транспонированием матрицы А коэффициентов системы ограничений исходной задачи.

4. Каждому ограничению-неравенству:
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исходной задачи соответствует неотрицательная переменная:
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двойственной задачи, а каждому ограничению-равенству:
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соответствует свободная переменная:

yi
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двойственной задачи.

5. Каждой неотрицательной переменной 
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 прямой задачи соответствует ограничение-неравенство:
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двойственной задачи с тем же знаком неравенства, а каждой свободной переменной хj
[image: image34.wmf]<
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 соответствует ограничение-равенство:
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двойственной задачи.

6. Максимизация целевой функции исходной задачи заменяется минимизацией целевой функции двойственной задачи.

Параллельная запись обеих задач выглядит следующим образом:

	Исходная задача
	Двойственная задача
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 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf])
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 EMBED Equation.3  [image: image55.wmf])
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Нетрудно проверить (убедитесь самостоятельно!), что исходную задачу можно рассматривать как двойственную по отношению к своей двойственной, т.е. обе задачи являются взаимно двойственными. Поэтому принято  говорить о паре двойственных (сопряженных) задач.

3. Симметричные двойственные задачи

Пусть модель исходной задачи ЛП задана в стандартной форме:
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(1)

Составим модель двойственной задачи ЛП, используя правила, изложенные в п. 2.

Модель двойственной задачи примет вид:
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(2)

Если ввести в рассмотрение матрицы:
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то  пара симметричных двойственных задач в матричной форме примет вид:

	Прямая задача
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	Двойственная задача
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Пример 2. Составить двойственную задачу к следующей задаче ЛП:
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и показать взаимосопряженность полученной пары двойственных задач.

Решение. Прежде всего приведем модель к виду, для которого изложены правила построения двойственных задач.

Преобразуем третье ограничение, умножив обе части неравенства на –1 и изменив знак неравенства на противоположный:
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В результате исходная задача примет вид:
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Согласно правилам двойственная задача будет содержать три переменные (они записаны справа от ограничений), причем 
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 так как соответствуют ограничениям-неравенствам исходной задачи, а у2 является свободной переменной: у2
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0 (у2 соответствует ограничению-равенству исходной задачи).

Матрицей системы ограничений двойственной задачи является матрица, транспонированная к исходной:
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Правыми частями системы ограничений двойственной задачи станут коэффициенты (1, 2, –3, 1) целевой функции исходной задачи.

Каждой неотрицательной переменной исходной задачи соответствует ограничение-неравенство того же смысла:
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Свободной переменной х4 соответствует ограничение-равенство:

х4 
[image: image71.wmf]<
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   у1 – у2=1.

Коэффициентами целевой функции W двойственной задачи, которая (согласно правилам) минимизируется, становятся свободные члены системы ограничений исходной задачи.

Итак, математическая модель двойственной задачи примет вид:
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(4)

Далее покажем взаимосопряженность полученной пары двойственных задач, т.е. покажем, что задача, двойственная к (4), совпадает с исходной (3).

Для этого прежде всего преобразуем модель (4) к виду:
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Согласно правилам построения двойственных задач получим модель двойственной задачи:
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Умножив обе части первых двух ограничений на –1 и введя функцию Z= –Z1, получим эквивалентную задаче ЛП:
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которая совпадает с исходной.

Таким образом, показана взаимосопряженность пары двойственных задач, что позволяет считать одну из них (безразлично какую) исходной, а вторую – двойственной к ней.

Пример 3. Для задачи:
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составить двойственную и найти решение обеих задач.

Решение. Двойственной является задача:
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Как в исходной, так и в двойственной задаче число неизвестных равно двум. Следовательно, их решение можно найти графическим методом.  
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Рис. 2. 
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достигается в точке Е

Как видно из рис. 1, максимальное значение целевая функция исходной задачи принимает в точке В. Следовательно, Х*=(3,7) является оптимальным планом, при котором Zmax=48.

В двойственной задаче (рис 2) ОДР не ограничена. Минимальное значение целевая функция двойственной задачи принимает в точке Е, т.е.  
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 и 
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 Таким образом, значения целевых функций исходной и двойственной задач при их оптимальных планах равны между собой.

Далее будет показано, что для любой пары двойственных задач, имеющих оптимальные решения, экстремальные значения целевых функций совпадают (Zmax=Wmin).

4. Основные теоремы двойственности

Приступим к изучению связей между прямой и двойственной задачами. Для определенности рассмотрим симметричную пару двойственных задач и применительно к ней сформулируем основные утверждения теории двойственности. 

Итак, пусть имеем пару двойственных задач:

	Прямая задача
	Двойственная задача
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Каждая из задач двойственной пары является самостоятельной задачей ЛП и может быть решена независимо одна от другой. В то же время, решив одну из задач симплекс-методом, мы легко можем найти решение двойственной к ней задачи. 

Существование зависимости между решениями прямой и двойственной задач характеризуется сформулированными ниже леммами и теоремами двойственности.

Лемма 1. Для любых допустимых планов Х и Y пары двойственных задач ЛП справедливо соотношение:
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Так как Х и Y– допустимые планы, то 
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отсюда
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Аналогично из того, что 
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Таким образом, имеем:
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что и требовалось доказать.

Доказательство для несимметричной пары двойственных задач проводится аналогично.

Неравенство 
[image: image105.wmf]Yb
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£

называют основным неравенством в теории двойственности. Его экономический смысл, например, для производственной задачи выпуска продукции, заключается в том, что при любом допустимом плане производства Х общая стоимость продукции Z(X) не больше суммарной оценки ресурсов W(Y), отвечающей любому допустимому вектору оценок Y.

Лемма 2. Если для некоторых допустимых планов Х* и Y* пары двойственных задач выполняется условие:
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то Х* и Y* являются оптимальными планами соответствующей пары двойственных задач.

Пусть Х* и Y*– допустимые планы пары двойственных задач (5). Необходимо доказать, что если для них выполняется условие (7), то эти планы оптимальны. (Напомним, что план Х* будет оптимальным тогда и только тогда, когда 
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для любого допустимого плана Х прямой задачи.)

Рассмотрим произвольный допустимый план Х прямой задачи. Тогда в соответствии с леммой 1 и условием (7) имеем:
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откуда 
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, т.е. Х*– оптимальный план прямой задачи. 

Аналогично доказывается оптимальность плана Y*. Лемма 2 является критерием оптимальности для пары двойственных задач ЛП. Согласно этой лемме, если среди допустимых планов пары двойственных задач найдутся планы Х* и Y*, для которых   
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то Х* и Y*– оптимальные планы пары двойственных задач.

Пример 4. Для пары двойственных задач:
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 являются допустимыми планами, для которых 
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. Тогда согласно лемме 2 допустимые планы X и Y являются оптимальными планами пары двойственных задач. 

Экономическая интерпретация леммы 2: планы производства и оценки ресурсов являются оптимальными, если стоимость всей продукции и суммарная оценка ресурсов совпадают.

Первая теорема двойственности

Если одна из пары двойственных задач имеет оптимальный план, то и другая имеет оптимальный план, причем экстремальные значения целевых функций равны:
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Если одна из двойственных задач неразрешима вследствие неограниченности целевой функции на множестве допустимых планов, то система ограничений другой задачи противоречива.

Если совокупность ограничений одной из двойственных задач противоречива, то либо функция цели другой задачи не ограничена на множестве допустимых решений, либо система ограничений другой задачи также противоречива.

Экономическое содержание первой теоремы двойственности: если задача определения оптимального плана, максимизирующего выпуск продукции, разрешима, то разрешима и задача определения оценок ресурсов. Причем стоимость выпущенной продукции, полученной при реализации оптимального плана, совпадает с суммарной оценкой ресурсов. Совпадение значений целевых функций для соответствующих планов пары двойственных задач достаточно, чтобы эти планы были оптимальными. Оценки в этом случае выступают как инструмент балансирования затрат и результатов. Двойственные оценки обладают тем свойством, что они гарантируют рентабельность оптимального плана, т.е. равенство общей оценки продукции и ресурсов, и обусловливают убыточность всякого другого плана, отличного от оптимального.

Двойственные оценки позволяют сопоставить и сбалансировать затраты и результаты производства.

На следующем примере покажем практическую ценность теоретических утверждений, приведенных в этой главе.

Пример 5. Имеем пару двойственных задач:

	Прямая задача
	Двойственная задача
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	Допустимое решение
	Допустимое решение
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	Значение
	Значение

	Z=3·3+5·1=14.
	W=5·
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Этот пример показывает, что для рассматриваемых допустимых решений значение целевой функции задачи на отыскание максимума меньше значения целевой функции двойственной задачи на отыскание минимума, что соответствует утверждению леммы 1:
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Следует помнить, что здесь приведены допустимые решения, найденные методом проб. А лемма утверждает, что условие (8) справедливо для любых соответствующих допустимых решений Х и Y пары двойственных задач.

Обобщение материала данной главы приводит к практическому выводу:

Продуманный выбор допустимых планов прямой и двойственной задач позволяет оценить оптимальное значение целевой функции задачи ЛП. Эти планы определяют интервал, в котором заключено оптимальное значение целевой функции. Действительно, если выбранным допустимым планам пары двойственных задач соответствуют одинаковые значения целевых функций, то (как мы говорили раньше) эти планы являются оптимальными согласно лемме 2.

В рассмотренном примере значения целевых функций заключены в пределах:
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Так как этот интервал достаточно узок, можно считать, что допустимые планы близки к оптимальным. Практическая ценность полученного результата очевидна, так как он может быть использован для проверки «качества» выбранных допустимых планов.

С помощью геометрической интерпретации пары двойственных задач проиллюстрируем первую теорему двойственности. Вернемся к примеру 5. Как видно из рис. 3, прямая задача имеет оптимальное решение, которое достигается в точке А. Следовательно, Х*=(5,0)Т является оптимальным планом прямой задачи, при котором  Zmax=15. По первой теореме двойственности тогда и двойственная задача разрешима, а экстремальные значения целевых функций должны быть одинаковы. Действительно, минимальное значение функция цели двойственной задачи принимает в точке В (рис. 4). Значит, Y*=(3,0) и Wmin=15.
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Рис. 3. Оптимальное решение прямой задачи достигается в точке А
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Рис. 4. Оптимальное решение двойственной задачи достигается в точке В

Кроме того, из рис. 3 и 4 легко увидеть, что значение целевой функции Z прямой задачи при любом допустимом плане не больше 15, а значение функции цели W двойственной задачи при произвольном ее допустимом плане не меньше 15.

Пример 6. Рассмотрим пример, являющийся иллюстрацией того факта, что если прямая задача не имеет оптимального плана вследствие неограниченности целевой функции, то совокупность ограничений двойственной задачи противоречива.
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Рис. 5. Целевая функция прямой задачи не ограничена

Из рис. 5 видно, что прямая задача не имеет оптимального плана вследствие неограниченности сверху ее целевой функции. Двойственная задача (рис. 6) вообще не имеет допустимых планов.
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Рис. 6. Система ограничений двойственной задачи противоречива

Вторая теорема двойственности
Для того чтобы планы Х* и У* пары двойственных задач были оптимальными, необходимо и достаточно выполнение условий:
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Условия 1 и 2 называются условиями дополняющей нежесткости.
Необходимость. Пусть Х* и Y*– оптимальные планы пары двойственных задач (5). Как было показано при доказательстве леммы 1, для любых допустимых планов Х и Y выполняется соотношение:
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Следовательно, это соотношение справедливо и для оптимальных планов:
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На основании первой теоремы двойственности для оптимальных планов Х* и Y* справедливо условие:
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и соотношение (10) превращается в равенство:
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отсюда получаем условия дополняющей нежесткости.

Достаточность. Пусть для некоторых допустимых планов  Х* и Y* выполняются условия дополняющей нежесткости. Тогда из первого условия имеем: 
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а из второго:
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Таким образом, получаем:
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и согласно лемме 2  Х* и Y* – оптимальные планы пары двойственных задач, что и требовалось доказать.

Мы доказали теорему для пары двойственных задач, заданных в стандартной форме. 

Теорема остается справедливой для любой пары двойственных задач. Запишем условия дополняющей нежесткости в координатной форме:
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Из этих условий следует:

1. Если какое-либо (i-е) ограничение прямой задачи в ее оптимальном плане Х* обращается в строгое неравенство, то соответствующая (i-я) компонента уi* оптимального плана Y* двойственной задачи должна равняться нулю.

2. Если же какая-либо (j-я) компонента xj*оптимального плана Х* прямой задачи положительна, то соответствующее (j-е) ограничение в двойственной задаче ее оптимальным планом должно обратиться в равенство.

То есть:
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Аналогично:
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Дадим экономическую интерпретацию условиям дополняющей нежесткости.

Согласно условию 1, если в оптимальной системе оценок какой-то ресурс i получит отличную от нуля оценку 
[image: image149.wmf],
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то в соответствии с оптимальным планом производства прямой задачи этот ресурс, являясь дефицитным, будет израсходован полностью:
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Если какой-то i-й ресурс расходуется не полностью (избыточен), т.е.   
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то его оценка равна нулю, 
[image: image152.wmf].
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Отсюда следует, что оценки оптимального плана – это мера дефицитности ресурсов.
Согласно условию 2, если некоторый продукт j входит в оптимальный план производства (xj*>0), то при оптимальной системе оценок двойственной задачи затраты ресурсов на его изготовление совпадают со стоимостью этого продукта, т.е.
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Если затраты ресурсов на выпуск какого-либо продукта j превышают его стоимость, 


[image: image154.wmf]å

>

,

c

y

a

j

*

j

ij


то этот продукт не производится, т.е. xj*=0.
Отсюда вывод:

Дефицитный ресурс (полностью использованный в производстве) имеет положительную оценку, а ресурс недефицитный (избыточный) имеет нулевую оценку.

Для иллюстрации применения второй теоремы двойственности при рассмотрении пары двойственных задач рассмотрим следующие примеры.

Пример 7. Кирпичный завод выпускает кирпичи двух марок (I и II). Для производства кирпича применяется глина трех видов (A, В, С). По месячному плану завод должен выпустить 10 у.е. кирпича марки I и 15 у.е. кирпича марки II. В таблице указаны расход различных видов глины для производства кирпича каждой марки и месячный запас глины:

	Марка
	Количество глины, необходимой для 

производства 1 у.е. кирпича вида

	
	А
	В
	С

	I
	1
	0
	1

	II
	0
	2
	2

	Запас глины
	15
	36
	47


Сколько у.е. кирпича различных марок должен выпустить завод сверх плана, чтобы обеспечить наибольшую прибыль, если известно, что от реализации 1 у.е. кирпича марки I завод получит прибыль, равную 4 у.е., а от реализации кирпича марки II – 7 у.е.?

Путем графического анализа данной задачи найти решение двойственной к ней и оценить дефицитность исходных ресурсов.

Решение. Составим математическую модель задачи. Обозначим через х1 – количество единиц кирпича марки I, выпущенных сверх плана, а х2 – марки II. Тогда выпуск кирпича марки I составляет (10+х1) единиц, марки II – (15+х2) единиц, а прибыль, получаемая от реализации продукции, составит
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Цель – максимизировать прибыль, следовательно,
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На выпуск продукции будет израсходовано соответственно:
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Учитывая запасы глины различных видов на заводе, получаем ограничения:


[image: image158.wmf]ï

î

ï

í

ì

£

+

×

+

+

×

£

+

×

£

+

.

х

х

,

х

,

х

47

)

15

(

2

)

10

(

1

36

)

15

(

2

15

10

2

1

2

1


Из условия задачи следует, что 
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Итак, математическая модель исходной (прямой) задачи имеет вид:
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при ограничениях:
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Очевидно, что данная задача может быть решена геометрически (две переменные х1 и х2). Решая задачу графически, нетрудно убедиться, что оптимальным планом этой задачи является:
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Итак, чтобы получить максимальную прибыль, завод должен выпустить сверх плана 5 у.е. кирпича марки I и 1 у.е. кирпича марки II.

Составим математическую модель двойственной задачи. Поставим в соответствие трем ограничениям-неравенствам прямой задачи переменные:
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Тогда математическая модель двойственной задачи примет вид:
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при ограничениях:
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[image: image166.wmf].
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Согласно первой теореме двойственности 
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Далее, используя вторую теорему двойственности, найдем оптимальный план  Y*=(у1*, у2*, у3*) двойственной задачи, в котором  у1*, у2*, у3*являются оптимальными оценками ресурсов (глина видов А, В и С). Так как  х1*=5>0, то согласно второй теореме, ограничение 
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в двойственной задаче ее оптимальным планом должно обратиться в равенство, т.е.  
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 Аналогично из того, что 
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, следует у2*+2у3*=7. Итак, имеем систему уравнений:
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Кроме того, в оптимальном плане 
[image: image172.wmf]Т
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первое и третье ограничения прямой задачи выполняются как равенства  (5=5; 5+2·1=7). Это означает, что глина видов А и С используется полностью, являясь дефицитной. Дальнейшее увеличение запасов глины видов А и С целесообразно. Если же ресурс расходуется не  полностью, то он избыточен, его дальнейший рост не повлияет на эффективность работы завода. Таким ресурсом является глина вида В. Действительно, так как второе ограничение 
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 в оптимальном плане 
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 выполняется как строгое неравенство  1 < 3, то глина вида В избыточна, и согласно второй теореме двойственности ее оценка равна нулю (у2*=0).

Из системы находим
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Получим 
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Тогда
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что совпадает с экстремальным значением функции W, уже найденным с помощью первой теоремы двойственности.

Кроме того, замечаем, что глина вида С является более дефицитной, чем глина вида А, так как  
[image: image178.wmf].

y

у

*

*

1

3

>


Пример 8. Провести анализ дефицитности ресурсов (пример 1), решив исходную задачу симплекс-методом.

Решение. Напомним математическую модель примера 1:
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при ограничениях:
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Для решения симплекс-методом запишем исходную задачу в виде:
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при ограничениях:
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Очевидно, что первоначальным опорным планом является неотрицательное базисное решение: 
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где x5, x6, x7 – базисные переменные, а х1=х2=х3=х4=0 – свободные переменные. При этом Z(X)=0.
Замечаем, что полученный опорный план не является оптимальным, так как в функции цели Z, выраженной только через свободные переменные, все коэффициенты отрицательны. Причем для получения нового опорного плана в базис можно ввести любую из свободных неизвестных: х1, х2, х3 или х4.

Введем в базис х4. Следовательно, в симплекс-таблице (см. ниже) разрешающим становится четвертый столбец. Возникает вопрос, какая из базисных переменных х5, х6 или х7 перейдет в свободные, т.е. какая строка таблицы станет разрешающей. Используя правило выбора разрешающей строки, получим:
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таким образом, разрешающей становится третья строка (третье уравнение системы ограничений). Следовательно, из базиса выйдет переменная х7.

Симплекс-таблица решения данной задачи: 

	БП
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	Свобод-ный член
	

	x5
	2
	1
	3
	1
	1
	0
	0
	260
	X1=(0, 0, 0, 0, 260, 400, 240)Т
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	x6
	1
	2
	1
	2
	0
	1
	0
	400
	

	x7
	2
	0
	1
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	140
	X2=(0, 0, 0, 120, 140, 160, 0)Т
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Так как r>0, то задача имеет единственное оптимальное решение:
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Двойственная задача имеет вид:
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при ограничениях:
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[image: image195.wmf])
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Согласно первой теореме двойственности имеем:
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Для нахождения оптимальных оценок 
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 ресурсов воспользуемся второй теоремой двойственности. Из того, что
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Имеем систему двух линейных уравнений с тремя неизвестными. При подстановке в первое ограничение значений 
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получим строгое неравенство:
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Следовательно, 
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 Второе и третье ограничения обращаются в равенства:
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Подставив значение 
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в систему, получим 
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. Таким образом, имеем оптимальный план двойственной задачи:
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из которого следует, что самым дефицитным является второй ресурс, так как его оценка самая высокая: 
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. Менее дефицитным является третий ресурс: 
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; избыточным (недефицитным) является первый ресурс, имеющий оценку 
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5. Анализ устойчивости двойственных оценок

Продолжим рассмотрение пары двойственных задач ЛП.

Предположим, что исходная задача имеет невырожденные опорные планы и хотя бы один из них является оптимальным. Очевидно, изменение правых частей ограничений исходной задачи приводит, вообще говоря, к изменению максимального значения целевой функции Zmax, т.е. Zmax можно рассматривать как функцию свободных членов системы линейных уравнений:
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Теорема (об оценках). В оптимальном плане двойственной задачи значение переменной 
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численно равно частной производной функции 
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Из теоремы об оценках вытекает, что при малом изменении правой части i-го ограничения в системе ограничений задачи ЛП, максимальное значение целевой функции изменяется на величину
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В частности, при  
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Применительно к задаче оптимального использования ресурсов можно сказать, что двойственная оценка 
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 i-го ресурса приближенно равна приращению оптимальной прибыли, возникающему за счет увеличения объема i-го ресурса на единицу.

Из теоремы также вытекает, что если изменится объем каждого ресурса на величину 
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[image: image222.wmf]max

Δ

Z

, которое может быть вычислено по формуле:
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Эта формула имеет место лишь тогда, когда при изменении величин bi значения переменных 
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в оптимальном плане соответствующей двойственной задачи остаются неизменными, поэтому представляет интерес определить такие интервалы изменения каждого из свободных членов bi, в которых оптимальный план двойственной задачи не меняется. Такие интервалы называют интервалами устойчивости двойственных оценок. 
Нижнюю и верхнюю границы интервала 
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 устойчивости двойственных оценок определяют по формулам:
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Здесь 
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d

– элементы матрицы D=B–1, обратной к матрице В базиса оптимального плана, а j принимает значения индексов базисных переменных 
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оптимального плана.

Пример 9. Для задачи оптимального использования ресурсов (см. пример 1), математическая модель которой имеет вид:
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требуется:

1) определить интервалы устойчивости двойственных оценок;

2) установить величину максимальной стоимости продукции при изменении объема ресурсов: первого на – 40 единиц; второго – на +30 единиц, третьего – на 50 единиц. Оценить раздельное влияние этих изменений и суммарное их влияние на стоимость продукции;

3) оценить целесообразность введения в план производства фирмы четвертого вида продукции, нормы затрат ресурсов на единицу которого соответственно равны 3, 2, 8, а цена составляет 9 у.е.;

4) оценить целесообразность дополнительной закупки 100 единиц третьего ресурса по цене 0,25 у.е.

Решение  

1. Прежде всего перейдем к канонической форме модели, введя неотрицательные балансовые переменные x5, x6, x7:
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Матрица системы ограничений:
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Запишем последнюю симплекс-таблицу, дающую оптимальное решение исходной задачи:

	БП
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	Свободный

член

	x5
	3/2
	0
	5/2
	0
	1
	–1/2
	0
	60

	x2
	–1/2
	1
	0
	0
	0
	1/2
	–1/2
	80

	x4
	1
	0
	1/2
	1
	0
	0
	1/2
	120

	z
	2
	0
	1/2
	0
	0
	2
	1/2
	920


Как видно из таблицы, базисными переменными в оптимальном решении являются переменные x2, x4, x5; оптимальное решение:
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Матрица коэффициентов при базисных переменных в первоначальной системе ограничений имеет вид:
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тогда обратная матрица 
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(Она может быть найдена либо по правилам нахождения обратной матрицы, либо составлена из упорядоченной матрицы коэффициентов при базисных переменных 
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 последней симплекс-таблицы).

Теперь можем воспользоваться формулами для нахождения нижней и верхней границ интервалов устойчивости оценок по видам ресурсов.

Ресурс 1.  Нижняя граница: 
[image: image237.wmf].
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Верхняя граница: 



 EMBED Equation.3  [image: image238.wmf],
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 так как среди элементов первого столбца матрицы D нет отрицательных. 

Итак,  
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 т.е. первый ресурс может изменяться в интервале:
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при этом оптимальный план двойственной задачи остается неизменным.

Аналогичные рассуждения позволяют найти интервалы устойчивости оценок для второго и третьего ресурсов.

Ресурс 2.  Нижняя граница:  
[image: image241.wmf].
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Верхняя граница: 
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Итак, 
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Получаем интервал устойчивости оценок по отношению ко второму ограничению:
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Ресурс 3.  Нижняя граница:  
[image: image245.wmf].
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Верхняя граница:  
[image: image246.wmf].
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Интервал устойчивости оценок по отношению к третьему ограничению имеет вид:
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1. Далее оценим влияние изменения объема ресурсов


[image: image248.wmf])
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на величину максимальной стоимости продукции. Замечаем, что все величины 
[image: image249.wmf]i
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находятся в пределах интервалов устойчивости двойственных оценок, поэтому согласно теореме об оценках можно определить раздельное и суммарное влияние этих изменений.

Раздельное влияние:  
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, т.е.

уменьшение запаса первого ресурса на 40 единиц не приводит к изменению Zmax;
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[image: image252.wmf].
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Совместное влияние изменений всех ресурсов приводит к изменению максимальной стоимости продукции Zmax на величину
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Иными словами, мы нашли оптимальное значение целевой функции
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для задачи:
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3. Оценим целесообразность введения в план производства фирмы пятого вида продукции. Для этого определим, в каком отношении находятся цена c5=9 пятого вида продукции и суммарная оценка 
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затрат ресурсов на производство одной единицы этой продукции:
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Очевидно, 
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. Так как цена продукции превышает затраты на ее производство, то введение в план производства пятого вида продукции нецелесообразно.

4. Оценим теперь эффективность мероприятия по «расшивке» узких мест. Пусть имеется возможность приобрести дополнительно 100 единиц третьего ресурса по цене 
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находится в пределах устойчивости двойственных оценок, поэтому его влияние на величину максимальной стоимости продукции можно определить с помощью теоремы об оценках:
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Затраты 
[image: image262.wmf]P

Δ

на приобретение 100 единиц третьего ресурса:
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Таким образом, данное мероприятие является эффективным, оно обеспечивает дополнительную прибыль в объеме:
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Эта прибыль достигается лишь за счет рационального перераспределения ресурсов и соответствующей корректировки плана в связи с увеличением лимита дефицитного ресурса.

6. Вопросы для самопроверки

1. Запишите математические модели пары двойственных задач ЛП.

2. Дайте экономическую интерпретацию пары двойственных задач.

3. Сформулируйте правила построения двойственной задачи к исходной.

4. Сформулируйте первую теорему двойственности и дайте экономическую интерпретацию.

5. Сформулируйте и дайте экономическую интерпретацию второй теоремы двойственности.

6. Перечислите свойства двойственных оценок. В чем заключается их экономический смысл?
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