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1. Основы МП, постановка задач МП

Математическое программирование (МП) – раздел математики, занимающийся анализом многомерных экстремальных задач управления и планирования, а также  разработкой теории и численных методов их решения. 

МП решает задачи нахождения максимума или минимума функции многих переменных с ограничениями на область изменения этих переменных.

Линейное программирование (ЛП) – раздел МП, применяемый при разработке методов отыскания экстремума линейных функций нескольких переменных при линейных ограничениях, наложенных на эти переменные.
Методы МП:

Универсальные - решают любые задачи МП;

Специальные - учитывают особенности мат.моделей конкретных задач.

Применение методов МП:

оптимизация производственных программ;

ассортиментная загрузка оборудования;

планирование грузопотоков;

составление оптимальных смесей;

раскрой материалов; 

выбор ресурсосберегающих технологий и т.д.

При решении задач МП необходимо составить математическую модель задачи.

Модель – абстрактное отображение реального процесса (явления), отражающее его существенное с точки зрения цели моделирования черты.

Этапы построения математической модели:

· выбор неизвестных величин Х = (х1,…, хn), воздействуя на которые можно изменять поведение изучаемого процесса. переменными, управляемыми параметрами, планом, стратегией и т.д.;

· выделение цели (максимизация прибыли, минизация затрат и др.) функционирования изучаемого процесса и написание ее в виде математической функции от выбранных переменных. Такая функция называется целевой (функция цели, критерий оптимальности, критерий качества, показатель эффективности и т.д.) и позволяет, изменяя значения управляемых параметров х1,…, хn, выбрать наилучший вариант из множества возможных. Будем обозначать функцию цели Z = f(X);
· запись в виде математических соотношений (уравнений, неравенств) условий, налагаемых на переменные. Эти соотношения называют ограничениями, они могут вытекать, например, из ограниченности ресурсов. Совокупность всех ограничений составляет область допустимых решений (ОДР). Будем обозначать ее буквой D (X 
[image: image40.bmp] D).
При таких обозначениях модель задачи математического программирования примет вид:
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или в развернутом виде:

найти план X = (х1,…, хj,…, хn), доставляющий экстремальное значение целевой функции Z, т.е.
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при ограничениях:
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Из экономических или физических соображений на некоторые компоненты плана задачи, как правило, налагаются условия неотрицательности:
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1. Примеры экономических задач линейного программирования

1.1. Задача производственного планирования

Для производства трех видов пластиковых окон фирма использует четыре вида сырья, запасы которого ограничены и составляют соответственно 20, 30, 40, и 60 единиц. Известно, что на производство одного окна j-го вида (j = 
[image: image7.wmf]3

,

1

) расходуется аij единиц i-го ресурса (i = 
[image: image8.wmf]4

,

1

). Матрица расходов сырья имеет вид:
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Прибыль от реализации единицы продукции составляет соответственно 3, 7 и 8 у.е.

Требуется определить план производства, который позволяет фирме при наличных ресурсах получить максимальную прибыль.

Решение. Запишем условие задачи компактно в виде таблицы:
	Вид продукции

Вид сырья
	I
	II
	III
	Запасы сырья

	1
	3
	2
	1
	20

	2
	4
	5
	3
	30

	3
	2
	3
	1
	40

	4
	4
	5
	6
	60

	Прибыль от реализации единицы продукции, у.е.
	3
	7
	8
	


Составим математическую модель.

Обозначим через xj (j = 
[image: image10.wmf]3

,

1

) планируемое к выпуску количество продукции j-го вида, а через Z(х1, х2, х3) – прибыль от реализации всей продукции.

Тогда планом производства будет вектор Х = (х1, х2, х3)Т, показывающий, какое количество продукции каждого вида будет произведено.

Цель задачи – максимизировать прибыль:

Z = 3x1 + 7x2 + 8x3 ( max.

Суммарные затраты первого ресурса составляют:

3x1 + 2x2 + x3.
В силу ограниченности первого ресурса величиной 20 ед. получим ограничение:

3x1 + 2x2 + x3 ( 20.

Аналогично для остальных (i = 2, 3, 4) ресурсов получаем ограничения:

4x1 + 5x2 + 3x3 ( 30,

2x1 + 3x2 + x3 ( 40,

4x1 + 5x2 + 6x3 ( 60.

На переменные хj должно быть наложено условие неотрицательности 
[image: image11.wmf])
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, т.е. продукция j-го вида либо выпускается (xj > 0), либо не выпускается (xj = 0).
Итак, математическая модель примет вид:

Z = 3x1 + 7x2 + 8x3 ( max,
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при ограничениях
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(1.2)
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(1.3)

Здесь Z – функция цели, (1.2)–(1.3) – система ограничений;

x1, x2, x3 – управляемые переменные, изменяя которые мы получаем различные решения (планы) задачи и различные значения функции Z (т.е. различные значения прибыли).

Цель задачи – среди всех решений выбрать такое решение, для которого прибыль была бы максимальной.
1.2. Задача о диете

Из n имеющихся в наличии продуктов нужно составить суточную диету (определить количество каждого продукта, которое необходимо потреблять каждому субъекту), которая содержит определенное количество каждого из m питательных веществ, содержащихся в продуктах. Потребность человека в i-м питательном веществе составляет не менее bi (
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). Известна матрица питательности 
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, где aij – количество i-го питательного вещества, содержащегося в единице j-го продукта. Стоимость единицы j-го продукта равна 
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Составить наиболее экономный рацион, отвечающий медицинским нормам потребления питательных веществ.

Решение. Обозначим через 
[image: image17.wmf])
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 количество j-го продукта в диете.

Для составления математической модели внесем все данные и xj в таблицу вида:

	Вид продукта

Вид питатель-

ного вещества
	1
	(
	j
	(
	n
	Минимальное количество питательных веществ в диете

	1
	a11
	(
	a1j
	(
	a1n
	b1
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	m
	am1
	(
	amj
	(
	amn
	bm

	Стоимость единицы 

j-го продукта
	c1
	(
	cj
	(
	cn
	

	Количество единиц 

j-го продукта в диете
	x1
	(
	xj
	(
	xn
	


Цель задачи (целевая функция) – минимизировать стоимость диеты:
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(1.4)

Система ограничений включает в себя ограничения по медицинским нормам потребления питательных веществ:
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(1.5)

а также условия неотрицательности переменных
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(1.6)

которые следуют из условия задачи.

(1.4)–(1.6) – математическая модель задачи.

1.3. Задача о раскрое

В  качестве  сырьевого материала поступают на обработку 10-ме​тровые бревна. Из них требуется изготовить 50 изделий. Для каждого изделия необходимо изготовить 2 заготовки по 6 м, 3 – по 4 м, 4 – по 3 м. Определить план раскроя, при котором отходы от раскроя были бы наименьшими.

Решение. Составим математическую модель.

Из условия следует, что для 50 изделий требуется изготовить:

по 6 м – 2(50 = 100 заготовок,

по 4 м – 3(50 = 150 заготовок,

по 3 м – 4(50 = 200 заготовок.

Составим таблицу способов раскроя и отходов от раскроя одного бревна:

	Вариант раскроя
	Количество заготовок

(из одного бревна) по
	Отходы от раскроя одного бревна

	
	6 м
	4 м
	3 м
	

	1
	1
	0
	1
	1

	2
	1
	1
	0
	0

	3
	0
	2
	0
	2

	4
	0
	1
	2
	0

	5
	0
	0
	3
	1


Действительно, раскраивая первым вариантом 10-метровое бревно, мы получаем отходы в 1 м.


[image: image25]
Обозначим через xi – количество бревен, раскроенных i-м вариантом. Тогда

Х = (х1, х2, х3, х4)T – план распила.

Цель задачи – минимизировать отходы.

При распиле одного бревна по первому варианту получаем отходы в 1 м, тогда

1( х1 – отходы от распила х1 бревен по первому варианту.

Аналогично

0( х2 – отходы от распила х2 бревен по второму варианту,

2( х3 – отходы от распила х3 бревен по третьему варианту,

0( х4 – отходы от распила х4 бревен по четвертому варианту,

1( х5 – отходы от распила х5 бревен по пятому варианту.

Тогда общие отходы выразятся функцией

Z = 1(x1 + 0(x2 + 2(x3 + 0(x4 + 1(х5 ( min
и их нужно минимизировать.

Количество заготовок по 6 м при плане Х составляет

1(x1 + 1(x2 + 0(x3 + 0(x4 + 0(х5,

и оно не может быть меньше 100. Получаем ограничение

1(x1 + 1(x2 + 0(x3 + 0(x4 + 0(х5 ( 100.

Аналогично для заготовок по 4 и 3 м получаем ограничения

0(x1 + 1(x2 + 2(x3 + 1(x4 + 0(х5 ( 150,

1(x1 + 0(x2 + 0(x3 + 2(x4 + 3(х5 ( 200.

Очевидно, что 
[image: image26.wmf])
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, так как количество распиленных бревен по i-му варианту не может быть отрицательным числом.

Итак, получаем математическую модель задачи:

Z = x1 + 2x3 + х5 ( min
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[image: image28.wmf])
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xi – целые.

1.4. Транспортная задача

В двух пунктах отправления A и B находится соответственно 250 и 190 т горючего. В пункты 1, 2, 3 требуется доставить соответственно 200, 100 и 140 т горючего. Стоимости перевозки тонны горючего из пункта A в пункты 1, 2, 3 составляют соответственно 6, 10 и 14 у.е., а из пункта B – 12, 15, 2 у.е.

Составить план перевозок горючего так, чтобы общая сумма транспортных расходов была наименьшей.

Решение. Составим математическую модель.

Внесем исходные данные в транспортную таблицу.

	 bj

ai
	Потребности

	
	200
	100
	140

	Запасы
	250
	6
	10
	14

	
	190
	12
	15
	2


Обозначим через xij – количество горючего, перевезенное от i-го поставщика j-му потребителю (i = 
[image: image29.wmf]2

,

1

; j = 
[image: image30.wmf]3

,

1

).

Тогда матрица
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 – план перевозок.

Заметим, что размеры этой матрицы совпадают с размерами данной матрицы затрат:
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Заметим также, что сумма горючего по всем заявкам равна сумме всех запасов, т.е.
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Действительно,
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Это означает, что все горючее будет вывезено от поставщиков, и все заявки будут выполнены.

Очевидно, что 
[image: image36.wmf])
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Неотрицательные переменные 
[image: image37.wmf]ij

x

 должны удовлетворять следующим условиям:

1. Суммарное количество горючего, направляемого из каждого пункта отправления, должно быть равно запасу груза в данном пункте. Это дает два условия-равенства:

x11 + x12 + x13 = 250,

x21 + x22 + x23 = 190.

2. Суммарное количество груза, доставляемого в каждый пункт назначения, должно быть равно заявке, поданной данным пунктом.

Получаем 3 условия-равенства:

x11 + x21 = 200,

x12 + x22 = 100,

x13 + x23 = 140.

3. Суммарная стоимость всех перевозок, т.е. сумма величин xij, умноженных на соответствующие стоимости cij, должна быть минимальной.

Z = 6x11 + 10x12 + 14x13 + 12x21 + 15x22 + 2x23 ( min.

Итак, получим математическую модель транспортной задачи (ТЗ):

Z = 6x11 + 10x12 + 14x13 + 12x21 + 15x22 + 2x23 ( min
при ограничениях:
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Вопросы для самопроверки

1. Предмет математического программирования.

2. Понятие математической модели.

3. Постановка задачи оптимального производственного планирования. Математическая модель.

4. Задача о диете. Постановка и математическая модель.

5. Задача о раскрое. Постановка и математическая модель.

6. Транспортная задача. Постановка и математическая модель.

1 м





3 м
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10 м
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