5. ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА

1. Постановка. 
Имеется m пунктов производства однородного продукта и n пунктов потребления. Мощности пунктов производства = аi 
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. Известны затраты 
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на перевозку единицы продукта от i-го поставщика j-му потребителю. Составить план перевозок, при котором суммарные затраты на все перевозки наименьшие. 
Если спрос и предложение совпадают, т.е. 
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, задачу называют сбалансированной (закрытой). 
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 – план перевозок, 
[image: image6.wmf]ij

x

 – количество продукта, перевозимого из i-го пункта производства в j-й пункт потребления
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-  матрица затрат (тарифов).

Транспортная таблица:
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Если транспортные затраты прямо пропорциональны количеству перевозимого продукта, то функция цели 
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или 
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ограничения: 
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 (из каждого пункта вывезен весь продукт);
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 (спрос каждого потребителя удовлетворен) или 

[image: image12.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

=

=

=

å

å

=

=

m

i

j

ij

n

j

i

ij

n

j

b

x

m

i

a

x

1

1

),

,

1

(

),

,

1

(











(2)
Из условия также следует
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2. Основные понятия ТЗ
Определение 1. Допустимый план (решение) ТЗ - совокупность значений xij (i = 1,(, m; j = 1,(,n), удовлетворяющих системе ограничений (2 – 3).

Определение 2. Оптимальный план (решение) - это допустимый план, для которого цель (Z) = min.
Теорема 1. 
[image: image14.wmf]å

å

=

=

=

m

i

n

j

j

i

b

a

1

1

- необходимое и достаточное условие совместности системы ограничений.

Определение 3. При  выполнении условий теоремы 1 модель называется закрытой.

Теорема 2. Ранг матрицы системы ограничений ТЗ = m+n–1, т.е. m+n–1 неизвестных - базисные, остальные – свободные.
Определение 4. Неотрицательное базисное решение системы ограничений ТЗ называется опорным решением (планом).

Теорема 3. В ТЗ всегда существуют допустимые планы, содержащие не более m+n–1 положительных компонент.

Теорема 4. ТЗ всегда имеет оптимальный план.

Теорема 5. Если в ТЗ все ai и bj – целые, она имеет оптимальный целочисленный план.
Транспортная задача - типичная задача ЛП и может быть решена симплекс-методом. Однако в силу специфики ограничений ТЗ, для её решения разработаны специальные методы, один из которых – метод потенциалов – мы рассмотрим в данном пособии.

Идея метода потенциалов (как и симплекс-метода) состоит в том, что сначала находят первоначальный опорный план, проверяют его на оптимальность и переходят к новому опорному плану, если полученный план не оптимален и т.д.

3. Нахождение опорного плана

Рассмотрим два метода нахождения первоначального опорного плана.

3.1. Метод северо-западного угла

Пример 1. Пусть условия задачи заданы в виде таблицы:
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	150
	250
	200
	300
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	2
	5

	300
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	8
	7
	4

	400
	3
	5
	7
	6


Заметим, что 
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, т.е. система ограничений совместна.

Нахождение опорного плана по методу северо-западного угла состоит в последовательном определении значений xij, начиная с x11. После того как определено очередное значение xij, оно заносится в соответствующую клетку (i, j), которая будет называться занятой.

1. Как было сказано, будем определять элементы матрицы искомого опорного плана, начиная с x11:

x11 = min(a1, b1) = min(200, 150) = 150.

Занесем это значение в клетку (1,1) и она станет занятой.

Первый столбец «закрыт» для заполнения в нем остальных клеток, а в первой строке осталось невывезенных

a1 – x11 = 200 – 150 = 50 единиц товара.

Поэтому далее двигаемся по первой строке, заполняя на следующем шаге соседнюю клетку (1, 2),

2. x12 = min(a1– x11, b2) = min(50, 250) = 50.

3. Теперь «закрыта» первая строка (от первого поставщика весь товар вывезен), поэтому двигаемся по второму столбцу, полагая

x22 = min(a2, b2 – x12) = min(300, 200) = 200.

«Закрыт» второй столбец, двигаемся по второй строке.

4. x23 = min(a2 – x22, b3) = min(100, 200) = 100.

«Закрыта» вторая строка, двигаемся по третьему столбцу.

5. x33 = min(a3, b3 – x23) = min(400, 100) = 100. Закроем третий столбец

6. И, наконец,  x34 = min(a3– x33, b4) = min(300, 300) = 300.

В результате получим следующую таблицу:

	 bj
ai
	150
	250
	200
	300

	200
	3
	4
	2
	5

	
	150
	50
	
	

	300
	6
	8
	7
	4

	
	
	200
	100
	

	400
	3
	5
	7
	6

	
	
	
	100
	300


Занятым клеткам соответствуют базисные переменные, а свободным клеткам – свободные переменные.

Итак, найденный опорный план имеет вид:
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Затраты составят:

Z = 150(3 + 50(4 + 200(8 + 100(7 + 300(6 = 5450.

Нетрудно убедиться, что полученный план является допустимым и содержит m+n–1 = 6 занятых клеток, т.е. ранг системы ограничений равен числу занятых клеток в опорном плане (r = m+n–1).

Замечание 1. Если при нахождении опорного плана на каком-то шаге, отличном от последнего, была одновременно исчерпана мощность поставщика i-го пункта и удовлетворена потребность j-го пункта назначения, то в следующую клетку по столбцу или по строке вписывается поставка, равная нулю, и эта клетка считается занятой, а соответствующее опорное решение называется вырожденным.

Замечание 2. Опорный план, найденный методом северо-западного угла, совершенно игнорирует транспортные издержки, поэтому, как правило, значительно отличается от оптимального плана.

Рассмотрим метод нахождения опорного плана, в котором учитываются транспортные издержки.

3.2. Метод минимального элемента

В этом методе заполняются последовательно клетки с учетом минимальной стоимости cij перевозки, а соответствующие величины xij определяются точно так же, как в методе северо-западного угла.

Пример 2. Проиллюстрируем сказанное на примере ТЗ, условия которой заданы в виде таблицы:
	 bj

ai
	150
	80
	170

	100
	6
	8
	4

	120
	5
	3
	2

	180
	4
	1
	7


Заметим, что снова имеем ТЗ с закрытой моделью 
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1. На первом шаге поставку делаем в клетку с минимальными затратами. Поэтому нахождение опорного плана начинаем с поставки x32, так как 
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Величина x32 определяется так же, как и в методе северо-западного угла т.е.

x32 = min(a3, b2) = min(180, 80) = 80.

Второй столбец «закрыт», а у третьего поставщика осталось невывезенных   a3 – x32 = 180 – 80 = 100 единиц товара.

Поэтому далее рассматриваем элементы c3j третьей строки.

2. Находим 
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Определим x31 = min(a3– x32, b1) = min(100, 150) = 100.

«Закрыта» третья строка, а первый потребитель недополучил 50 единиц товара. Поэтому рассматриваем ci1 первого столбца.

3. Выбираем 
[image: image20.wmf]21

1

3

5

}

5

,

6

min{

}

{

min

c

c

i

i

=

=

=

¹

.

Определяем x21 = min(a2, b1 – x31) = min(120, 50) = 50.

Первый столбец «закрыт», но у второго поставщика осталось

a2 – x21 = 120 – 50 = 70 единиц товара.

Рассматриваем вторую строку.

4. Находим 
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Определяем x23 = min(a2– x21, b3) = min(70, 170) = 70.

Вторая строка «закрыта», а в третьем столбце осталось распределить 170 – 70 = 100 единиц, которые попадут в клетку (1,3): x13 = 100.

Итак, опорный план примет вид:
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ai
	150
	80
	170
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4. Переход от одного опорного плана транспортной задачи к другому

Определение 5. Циклом называется замкнутая ломаная линия, состоящая из звеньев, пересекающихся под прямым углом, в котором каждое звено соединяет только две клетки строки (столбца).

Рис. 1. Примеры циклов. A, B, C, D – вершины цикла

Определение 6. Ациклическим планом называется любой допустимый план перевозок, если набор занятых клеток, соответствующих этому плану, не содержит ни одного цикла.

Можно показать, что допустимый план является опорным, если он ациклический и содержит m+n–1 занятых клеток.

Переход от одного опорного плана к другому состоит в следующем: одну свободную клетку данного опорного плана сделать занятой, а одну занятую – свободной, т.е. поменять местами базисную и свободную переменные.

Определение 7. Циклом пересчета для данной свободной клетки назовем цикл, одна из вершин которого лежит в свободной клетке, а остальные – в занятых клетках.

Теорема 6. Для любой свободной клетки опорного плана, содержащего m+n–1 занятую клетку, существует, и притом единственный, цикл пересчета.
Если ввести нумерацию (1, 2, 3,(, N) вершин цикла пересчета, начиная со свободной, то элементы нового опорного плана 
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 можно вычислить по формуле:
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где ( равно минимальной из поставок, расположенных в вершинах цикла пересчета с четными номерами.

	
[image: image25.wmf]}

{

min

"

четн.

"

ij

x

=

l

.


Пример 3. Пример перемещения ( по циклу пересчета.


 
1




 2

	
	
	
        30
	
	20
	
	10

	
4
	
	
   3
	
	
	
	

	
20
	
	

  40
	
	
	
	60


Рис.2
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}

30

,

20

min{

}

{

min

"

четн.

"

=

=

=

l

ij

x

.

В «нечетных» клетках ставим         , в «четных» – 

Получаем, что баланс в результате перемещения по циклу пересчета числа ( не нарушился.

Замечание 3. Если при переходе к новому опорному плану освобождается несколько занятых клеток, то для того, чтобы сохранить число m+n–1 занятых клеток, в новом опорном плане оставляем только одну свободную клетку, а во всех остальных освободившихся клетках поместим «базисные нули», полагая в дальнейшем эти клетки занятыми. Такое решение является вырожденным опорным решением.

Пример 4. Пусть условия ТЗ и исходное опорное решение заданы таблицей.

	 bj

ai
	70
	50
	40
	Требуется от данного опорного плана перейти к новому, в котором клетка (2,3) станет занятой.
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Решение. Построим для клетки (2, 3) цикл пересчета.
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Согласно формуле: 
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Подставляя найденное значение ( в фомулу расчета 
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Замечаем, что в результате перемещения величины ( по циклу пересчета освободились две клетки: (1,1) и (2,2).

Согласно замечанию, будем считать свободной клеткой только одну из них, например,  клетку (1,1). В клетку (2,2) поместим поставку 
[image: image30.wmf]0
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, и будем считать ее занятой.

Итак, получен новый опорный план:

	 bj

ai
	70
	50
	40
	Заметим, что число занятых клеток в нем по-прежнему равно m+n–1 = 3 + 3 – 1 = 5.
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5. Метод потенциалов

Как определить, является ли найденный опорный план оптимальным? Ответ дает следующая теорема.

Теорема 7. Для того чтобы некоторый опорный план X транспортной задачи был оптимальным, необходимо и достаточно, чтобы ему соответствовала система m+n чисел 
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 – для всех клеток;

2) 
[image: image34.wmf]ij
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 – для занятых клеток.

Числа ui и vj называют потенциалами соответственно поставщиков и потребителей.

Покажем, как можно воспользоваться данной теоремой – для того, чтобы определить, является ли найденный опорный план оптимальным.

Для нахождения u1, u2,(, um, v1, v2,(, vn используем условие 
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 для занятых клеток. Затем проверим выполнение условий 
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 для свободных клеток.

Пример 5. Определить, является ли данный в таблице опорный план оптимальным.

	 bj

ai
	50
	65
	35
	
	Решение. Внесем в таблицу неизвестные величины u1, u2, v1, v2, v3.
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Условия 
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 для занятых клеток примут вид:
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	Имеем систему четырех уравнений с пятью неизвестными.


Поскольку число неизвестных превышает на единицу число уравнений, то одно из неизвестных полагаем равным произвольному числу, например u1 = 0, и далее легко находим значения остальных неизвестных:

v1 = 8,

v2 = 7,

v3 = 5,

u2 = 4.

Теперь проверим выполнение условий 
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 для свободных клеток. Имеем:

для клетки (1, 2): v2 – u1 = 7 – 0 < 8,

для клетки (2, 3): v3 – u2 = 5 – 4 < 7.

Так как для всех свободных клеток условия 
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 выполняются, то данный план является оптимальным.

5.1. Алгоритм метода потенциалов

1. Находят первоначальное опорное решение X методом потенциалов или методом минимального элемента.

2. Проверяют полученный опорный план X на оптимальность. Для этого:

1) Составляют систему m+n–1 уравнений
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,

1

;

,

1

(

n

j

m

i

c

u

v

ij

i

j

=

=

=

-

,

соответствующих занятым клеткам. Находят потенциалы u1, u2,(, um, v1, v2,(, vn, решая эту систему, приравняв, например, u1 нулю.

2) Для свободных клеток проверяют выполнение условий:
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Если условия выполняются, то найденное опорное решение является оптимальным. Вычисляют соответствующее значение целевой функции и прекращают решение задачи.

Если хотя бы для одной свободной клетки условие 
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 не выполняется, то полученный опорный план X не оптимален. Переходят к новому опорному решению (пункт 3).

3. Переход к новому опорному решению.

1) Выбирают свободную клетку (s, t), которой соответствует максимальное значение разности 
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2) Для клетки (s, t) составляют цикл пересчета, определяют для него 
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 и переходят к новому опорному плану.

4. Новый опорный план 
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 проверяют на оптимальность, т.е. переходят к пункту 2 алгоритма.

5.2. Решение транспортной задачи методом потенциалов

Пример 6. Решить ТЗ, условие которой задано в виде таблицы:
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Решение. Найдем прежде 
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, то модель закрытая и, согласно теореме 1, задача разрешима.

1. Найдем первоначальный опорный план методом минимального элемента. Среди всех затрат в таблице находим минимальные затраты:
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Находим любую из поставок: либо x21, либо x23, либо x32.

Найдем x21 = min(a2, b1) = min(50, 60) = 50. Заносим 50 в клетку (2, 1). Вторая строка «закрыта». «Открыт» первый столбец. Выбираем 
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Найдем x31 = min(40, 10) = 10. «Закрывается» первый столбец. «Открыта» третья строка. Выбираем 
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Найдем x32 = min(30, 40) = 30. «Закрыта» третья строка. «Открыт» второй столбец. Выбираем 
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Найдем x12 = min(70, 10) = 10. «Закрыт» второй столбец. «Открыта» первая строка. Выбираем 
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Найдем x13 = min(60, 60) = 60.

Получаем таблицу:
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Итак, получен первоначальный опорный план:
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Z = Z(X) = 3(10 + 7(60 + 1(50 + 2(10 + 1(30 = 550.

2. Проверим план на оптимальность.

Для этого перепишем предыдущую таблицу, дополнив ее величинами ui и vj (
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1) По занятым клеткам опорного плана составим систему.
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	Замечаем, что система содержит 5 уравнений и 6 неизвестных. Положив, например u1 = 0, легко найдем v2 = 3, v3 = 7, u3 = 2, v1 = 4, u2 = 3.


2) Для всех свободных клеток проверим выполнение условия 
[image: image59.wmf])
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. Имеем:

клетка (1, 1),

v1 – u1 ( 3,

4 – 0 > 3,

клетка (2, 2),

v2 – u2 ( 3,

3 – 3 < 3,

клетка (2, 3),

v3 – u2 ( 1,

7 – 3 > 1,

клетка (3, 3),

v3 – u3 ( 2,

7 – 2 > 2.

План не оптимален. Условие не выполняется для трех свободных клеток. Находим новый опорный план.

3. Переход к новому опорному плану.
1) Выбираем одну из свободных клеток: либо (2, 3), либо (3, 3) так как разности 
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 для них одинаковы и больше, чем для клетки (1, 1). Действительно:

d11 = v1 – u1 – c11 = 4 – 0 – 3 = 1 > 0,

d23 = v2 – u2 – c23 = 7 – 3 – 1 = 3 > 0,

d33 = v3 – u3 – c33 = 7 – 2 – 2 = 3 > 0.

Остановимся на клетке (2, 3).

2) Строим для клетки (2, 3) цикл пересчета.
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Находим 
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 и переходим к новому опорному плану, перемещая по циклу величину ( = 30.
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	v1 = 7
	v2 = 3
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Получаем новое опорное решение. Затраты уменьшились.
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. Проверяем опорное решение 
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 на оптимальность.
1) Для занятых клеток составим систему:
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	Решаем систему, положив u1 = 0. Получаем v2 = 3, v3 = 7, u2 = 6, v1 = 7, u3 = 5. Поместим их в таблицу.


2) Вычислим 
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 для свободных клеток.

d11 = v1 – u1 – c11 = 7 – 0 – 3 = 4 > 0,

d22 = v2 – u2 – c22 = 3 – 6 – 3 = –6 < 0,

d32 = v2 – u3 – c32 = 3 – 6 – 3 = –6 < 0,

d33 = v3 – u3 – c33 = 7 – 5 – 2 = 0 = 0.

План 
[image: image68.wmf]X
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 не оптимален, так как d11> 0.
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. Переходим к новому опорному плану.

1) Выбираем свободную клетку (1,1), для которой d11 > 0.

2) Для клетки (1, 1) составляем цикл пересчета. Находим 
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 и переходим к новому опорному решению, перемещая по циклу пересчета величину ( = 20.
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Получено новое опорное решение:
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. Проверяем опорное решение 
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 на оптимальность.

1) Для занятых клеток составим систему уравнений:
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	Очевидно, что решением системы будут числа:

u1 = 0, v1 = 3,

u2 = 6, v2 = 3,

u3 = 1, v3 = 7.

	
	


2) Для свободных клеток:

d21 = v1 – u2 – c21 = 3 – 6 – 1 = –4 < 0,

d22 = v2 – u2 – c22 = 3 – 6 – 3 = –6 < 0,

d32 = v2 – u3 – c32 = 3 – 1 – 1 = 1 > 0,

d33 = v3 – u3 – c33 = 7 – 1 – 2 = 4 > 0.

Так как и d32> 0, и d33> 0, план 
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 не оптимален.
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. Переходим к новому опорному плану.
1) Выбираем свободную клетку (3,3), так как  max{d32, d33} = max{1, 4} = 4 = d33.

2) Для клетки (3, 3) составляем цикл пересчета. Находим 
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 и переходим к новому опорному плану.
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Итак, получено новое опорное решение:
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Значение функции уменьшилось.


[image: image81.wmf]2

¢

¢

¢

. Проверим план 
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 на оптимальность.

1) Для занятых клеток составляем систему уравнений:
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	Решаем систему, положив u1 = 0:

u1 = 0, v1 = 3,

u2 = 2, v2 = 3,

u3 = 1, v3 = 3.

	
	


2) Для свободных клеток находим:

d13 = v3 – u1 – c13 = 3 – 0 – 7 = –4 < 0,

d21 = v1 – u2 – c21 = 3 – 2 – 1 = 0,

d22 = v2 – u2 – c22 = 3 – 2 – 3 = –2 < 0,

d32 = v2 – u3 – c32 = 3 – 1 – 1 = 1 > 0.

План 
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 не оптимален.
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. Переходим к новому опорному плану.
1) Выбираем клетку (3, 2), для которой d32>0.

2) Строим для клетки (3, 2) цикл пересчета. Находим 
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. Проверим план 
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 на оптимальность.

1) Для занятых клеток составим систему:
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	Решаем ее, положив u1 = 0:

u1 = 0, v1 = 3,

u2 = 3, v2 = 3,

u3 = 2, v3 = 4.

	
	


2) Для всех свободных клеток условие 
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(1, 3)
v3 – u1 ( c13,

4 – 0 < 7,

(2, 1)
v1 – u2 ( c21,

3 – 3 < 1,

(2, 2)
v2 – u2 ( c22,

3 – 3 < 3,

(3, 1)
v1 – u3 ( c31,

3 – 2 < 2.

Следовательно, опорный план 
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 является оптимальным.

Ответ:
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6. Открытая модель ТЗ

Ранее рассматривалась закрытая модель ТЗ, т.е. модель для которой
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Иногда это равенство не выполняется, т.е. либо запасы груза превышают потребности(
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), либо потребность в пунктах назначения превышает запас груза(
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).

Для этих случаев также может быть поставлена задача о построении плана перевозок с минимальными транспортными издержками. Соответствующую модель ТЗ называют открытой моделью.

Покажем на конкретных примерах, как открытая модель ТЗ может быть сведена к закрытой модели и как интерпретировать полученное решение.

Пример 1.

Решить ТЗ, исходные данные которой приведены в следующей таблице:
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Решение.

Замечаем, что 
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Объем ресурсов превышает потребность в них, т.е. модель открытая. Введем дополнительный, “фиктивный” пункт назначения с объемом потребностей 
[image: image101.wmf]33
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 и величинами транспортных издержек 
[image: image102.wmf]142434
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. И получим, таким образом, закрытую модель ТЗ с тремя пунктами производства и четырьмя пунктами потребления.

Итак, придем к задаче, условия которой заданы таблицей:
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Решив ее методом потенциалов, получим оптимальное решение преобразованной ТЗ:
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Для этого решения оптимальные затраты на перевозки составят 
[image: image106.wmf]min
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Возвращаясь к исходной открытой модели, видим, что ее оптимальное решение
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Значения элементов последнего столбца матрицы 
[image: image108.wmf]*
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 можно интерпретировать следующим образом: оптимальным является план, в котором у первого поставщика следует оставить 30 ед., у второго – 10 ед., у третьего – 15 ед.

Пример 2.

Решить ТЗ, условия которой заданы следующей таблицей:
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Решение.

Модель открытая, 
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В данной задаче объем потребностей превышает объем имеющихся ресурсов. Поэтому для сведения к закрытой модели введем “фиктивный” пункт производства, положив
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 ед. и величины транспортных издержек от этого “фиктивного” пункта ко всем потребителям 
[image: image113.wmf]4142
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Приходим таким образом к ТЗ, заданной таблицей:
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	Решив ее, найдем оптимальное решение:
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Оптимальным решением исходной транспортной задачи является матрица
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[image: image119.wmf]*
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 означает, что при оптимальном плане перевозок потребность первого пункта назначения будет не удовлетворена на 10 единиц.
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