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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА

1. Основные понятия

Основная задача теории вероятностей (ТВ): по известной функции распределения F(x) и плотности вероятности p(x) вычислить вероятность попадания значений случайной величины в интервал 
[image: image1.wmf]]

,

[

b

a

: Р(Х 
[image: image2.wmf]]

,

[

b

a

Î

). 
Основные задачи математической статистики (МС): 

1. Собрать и сгруппировать данные наблюдений (измерений), проведенных над случайной величиной Х.

2. По этим данным приближенно определить функцию распределения F(x), функцию плотности вероятности p(x) и другие характеристики исследуемой случайной величины Х. Дать оценку достоверности и возможной погрешности полученных результатов.

Терминология в ТВ и МС:
	Теория

вероятностей
	Математическая 

статистика
	Приближенные аналоги 

в математической 

статистике

	Х – случайная 

величина
	Х – генеральная совокупность
	–

	М(Х) – математическое ожидание
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 – генеральное среднее
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 – выборочное среднее

	D(Х) – дисперсия
	Dг  – генеральная дисперсия
	Dв – выборочная 

дисперсия

	Р – вероятность
	то же
	W – относительная частота

	F(x) – функция распределения
	то же
	F*(x) – эмпирическая функция распределения

	p(x) – плотность вероятности
	то же
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– гистограмма относительных частот
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 – коэффициент корреляции
	то же
	
[image: image7.wmf]вxy

r

 – выборочный коэффициент корреляции


Выборка (х1, х2, …, хn) объема n - результат n наблюдений (измерений), проведенных над исследуемой случайной величиной (генеральной совокупностью) Х. 

Выборки в МС должны быть репрезентативны (представительны). Это означает, что:
· должен быть обеспечен полностью случайный выбор n значений;

· выборка должна иметь достаточно большой объем (обычно n > 40–50).
Приемы обработки выборок:
1. Ранжирование – упорядочение элементов выборки в порядке возрастания. Одинаковые значения повторно включаются в ранжированный ряд.

2. Построение группированного статистического ряда для выборки X = {xi}, i=1,2,…,n  объёма n и k шагов разбиения:
· определяется диапазон выборки [xmin, xmax];

· находится шаг разбиения 
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· вычисляются границы интервалов (с точностью не менее трех знаков после запятой):  
· z0 = xmin,  zi = zi-1 + h, i=1,2,…,k-1 ,  zk = zk-1 + h ~
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· находятся значения середин интервалов 
[image: image10.wmf]2

1

*

i

i

i

z

z

z

+

=

-

, i=1,...,k :
Графическое представление разбиения диапазона выборки на интервалы при k=5: 
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· вычисляются  частоты  попадания  значений в интервалы:  n1, n2, …, nk, при этом должна выполняться контрольная сумма: 
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· находятся относительные частоты попадания значений в интервалы: wi=ni/n, контролируется выполнение равенства 
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· вычисляются высоты ступеней гистограммы 
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Результаты заносятся в таблицу группированного статистического ряда (показана для k=5):

	Номер

интервала, i
	1
	2
	3
	4
	5
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	Границы 

интервалов [zi–1, zi]
	[z0, z1]
	[z1, z2]
	[z2, z3]
	[z3, z4]
	[z4, z5]
	–

	Середины 

интервалов
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	Частоты попадания в интервалы ni
	n1
	n2
	n3
	n4
	n5
	50

	Относительные частоты попадания wi
	w1
	w2
	w3
	w4
	w5
	1

	Высоты ступеней гистограммы 
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Группированный ряд со строками {
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,wi} - аналог закона распределения дискретной модели исследуемой генеральной совокупности. 

2. Построение гистограммы относительных частот

График функции плотности вероятности р(х) приближённо изображается гистограммой относительных частот. Вспомним свойства функции плотности вероятности:

1. р(х) ≥ 0; 

2. площадь под графиком р(х) равна единице: 
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Свойства 1-2 выполняются и для гистограммы, свойство 3 выполняется лишь в пределе (асимптотически). 

Построение гистограммы:

· нанести на ось 0x интервалы 
[ zi–1, zi ], на которые разбит диапазон выборки (весь диапазон [хmin, xmax] занимает ~ 10 см);

· на оси 0y отложить значение 
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 (занимает высоту 6–7 см); 
· над интервалами построить ступени гистограммы в виде прямоугольников с высотами 
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Приближённое представление графика теоретической функции плотности вероятности исследуемой случайной величины:

· провести плавную линию (пунктир) через середины верхних сторон ступеней. 
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При 
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 ступенчатая гистограмма приближается к теоретической кривой функции плотности вероятности. 

Анализ гистограммы помогает определить  вид и свойства исследуемой генеральной совокупности Х. На практике чаще всего используются 3 вида распределения случайных величин: 

	1. Равномерно распределенные: высота всех столбцов примерно одинакова. Возникает, если случайная величина равновероятно формируется внутри некоторого конечного интервала
	[image: image38.png]px)






	2. Экспоненциально (показательно) распределенные: высоты столбцов упорядочены. Обычно проявляется, если данные описывают временные интервалы между событиями
	[image: image39.png]px)






	3. Нормально распределенные случайные величины N(a, 
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): под пиком гистограммы расположено значение, равное генеральному среднему 
[image: image41.wmf]г

х

 = М(Х). Проявляется, когда случайная величина – результат действия большого количества различных факторов
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Задание 1. Для выборок X и Y своего варианта задания построить группированный статистический ряд при количестве интервалов K=5 и гистограмму относительных частот. Сделать вывод о возможном характере распределения.
3. Точечные оценки параметров генеральной совокупности

Приближенные значения неизвестных параметров генеральной совокупности, которые могут быть вычислены по выборке (х1, х2, …, хn), называются точечными оценками этих параметров. 

Оценка генерального среднего (математического ожидания): 
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или по группированному статистическому ряду: 
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Оценка генеральной дисперсии: 
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или по группированному статистическому ряду: Dв = 
[image: image48.wmf]å

=

k

i

i

i

z

w

1

2

*

 –
[image: image49.wmf]в

х

2 
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Чтобы получить указанные точечные оценки с более высокой точностью, необходимо увеличивать объем выборки n с одновременным уменьшением шага разбиения h. 

4. Свойства точечных оценок.
Существуют различные способы построения точечных оценок. Наиболее приемлемы из них те, что обладают следующими свойствами: 

Состоятельность. Оценка состоятельна, если при увеличении объёма выборки её значение сходится по вероятности к оцениваемому параметру. Так, для точечной оценки генерального среднего должно быть выполнено: 
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 при любом сколь угодно малом 
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Несмещенность. Оценка несмещённая, если мат. ожидание этой оценки = оцениваемому параметру. Для точечной оценки генерального среднего должно быть выполнено: М(
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Доказано, что обе построенные нами оценки состоятельны.
Также доказано, что 
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х

 - несмещенная оценка для 
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. Оценка Dв является смещенной. Исправленная выборочная дисперсия S2 = 
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 является состоятельной и несмещенной оценкой для генеральной дисперсии Dг.

Задание 2. Найти точечные оценки генерального среднего и генеральной дисперсии для выборок X и Y своего варианта задания.

5. Проверка взаимозависимости генеральных совокупностей. Выборочный коэффициент корреляции


Из ТВ известно, что случайные величины Х и Y называются независимыми, если при любых i и j вероятность события {Х = хi} не зависит от того, произошло ли событие {Y = yj} и наоборот. При этом условные вероятности равны безусловным: Р({Х = хi}) = P({Х = хi}/{Y = yj}). Таким образом, независимые случайные величины не могут влиять друг на друга, в свою очередь, между зависимыми случайными величинами существует корреляционная связь. 
Количественной мерой взаимосвязи случайных величин является коэффициент корреляции: 
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(1)


[image: image62]
Приближенным аналогом коэффициента корреляции (точечной оценкой), которая может быть вычислена по выборке, является выборочный коэффициент корреляции: 
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(2)

Он обладает свойствами теоретического коэффициента корреляции:

1. | rвxy | ≤ 1

2. если величины X и Y независимы (не влияют друг на друга), rвxy=0

3. если rвxy = +1 (–1), то между Х и Y существует сильная (линейная) зависимость по типу Х = а Y + b. Если а > 0, зависимость прямая (положительная корреляция), если а < 0, имеет место обратная зависимость.

Свойства 2 и 3 выполняются лишь в асимптотическом смысле (при 
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В формуле (2) известны все элементы, кроме выражения 
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, входящего в приближенное представление корреляционного момента. Для его вычисления составляется корреляционная таблица, которая заполняется следующим образом. 
В исходной неупорядоченной парной выборке берется очередная пара (xi, yi). Определяется, в какой из k интервалов диапазона х-выборки попадает xi, а затем в какой из k интервалов диапазона у-выборки попадает уi. На пересечении соответствующих столбца и строки ставится отметка I. Когда все пары выборки пройдены, вычисляется относительная частота двумерного выборочного распределения wpq как результат деления количества отметок на объем выборки n. В клетках, оставшихся пустыми, wpq = 0. При этом
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С использованием корреляционной таблицы вычисляем 
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. Подставив найденное значение в формулу (2) и определив величину выборочного коэффициента корреляции, необходимо сделать вывод о наличии и величине возможной взаимосвязи генеральных совокупностей Х и Y.
На практике при расчётах на компьютере используется также следующий подход к определению выборочного коэффициента линейной корреляции:
[image: image81.png]


, где [image: image82.png]0y =03 =X ~(D)?, 0y =foF =TT -1 . 77




Коэффициент = 1 – возрастающая зависимость, -1 – убывающая, всегда выполняется 0<|r|<1, коэффициент положителен, если зависимость возрастающая, отрицателен, если убывающая, чем ближе |r| к 1, тем теснее прямая зависимость между величинами Y и X.

	Сила связи
	Характер связи

	
	Прямая (+)
	Обратная (-)

	Полная
	~1
	~ -1

	Сильная
	От 0,7 до 1
	От -0,7 до -1

	Средняя
	От 0,3 до 0,7
	От -0,3 до -0,7

	Слабая
	От 0,3 до ~0
	От -0,3 до ~0

	Связь отсутствует
	~0
	~0


Часто также рассчитывается выборочное уравнение линейной регрессии, позволяющее представить одну случайную величину как линейную функцию другой. Регрессия Y на X имеет вид [image: image83.png]


, регрессия X на Y может быть посчитана как [image: image84.png]


.(переписать формулы как уравнения прямой, выразив Y или X)
Задание 3. Определить выборочный коэффициент корреляции между выборками X и Y своего варианта задания и оценить силу связи между случайными величинами. Посчитать выборочное уравнение линейной регрессии Y на X и X на Y
6. Интервальные оценки параметров генеральной совокупности

Недостаток точечных оценок (
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), полученных ранее, состоит в том, что нами не указывалась величина возможной погрешности при их применении. Неизвестно, например, какова вероятность ошибки на 5%, 10% и т.д. Это становится особенно актуальным при небольших объемах выборок: n = 5-15.
Построение интервальных оценок позволяет в какой-то мере устранить этот недостаток. 

Надежностью 
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 назовем вероятность того, что оцениваемая величина 
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 ("ню", некая выборочная характеристика) попала в некоторый интервал I с центром в точке 
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(3)

Параметр 
[image: image96.wmf]g

("гамма") задается заранее, как правило, он выбирается близким к 1 (обычно 0.9, 0.95, 0.99). Из соотношения (3) определяется параметр 
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 ("дельта") – полуширина интервала I, в котором, как мы предполагаем, должна содержаться оцениваемая величина: 
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Интервальная оценка - интервал 
[image: image100.wmf])
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, для которого вероятность того, что оцениваемый параметр 
[image: image101.wmf]г
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 окажется внутри него равна заранее заданной величине надежности 
[image: image102.wmf]g

, т.е. выполняется соотношение (3). Такой интервал 
[image: image103.wmf]I

, обеспечивающий построение интервальной оценки, называется доверительным интервалом. 

Построим интервальную оценку для математического ожидания 
[image: image104.wmf]г

х

, учитывая, что ранее для нее была получена точечная оценка 
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 ~ 
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. 

В предположении, что исследуемая генеральная совокупность нормально распределена, то есть, Х = N(a, 
[image: image107.wmf]s

), мы решим две задачи о построении интервальной оценки (считая, что объем выборки невелик).

Задача 1. Пусть объем выборки мал, а величина
[image: image108.wmf]D

=

s

 ("сигма", среднеквадратичное отклонение) известна из каких-либо соображений. Требуется построить доверительный интервал с надежностью 
[image: image109.wmf]g

. 

Решение. Из соотношения (3) следует, что 
[image: image110.wmf]g

 = Р({
[image: image111.wmf]s
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(4)

В МС доказана теорема: если Х = N (a, σ), то случайная величина 
[image: image112.wmf]n
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 распределена по нормальному закону с параметрами a = 0, 
[image: image113.wmf]s

 = 1, т.е. 
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 = N(0, 1). Для случайной величины N(0, 1) составлены подробные таблицы вероятностей, с которыми ее значения попадают в те или иные интервалы. В теории вероятности было доказано, что Р({ 0 < N(0, 1) < х}) = Ф(х), где Ф(х) = 
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 –  интегральная функция Лапласа. Следовательно, с использованием симметрии Р({|N(0,1)|<х}) = Р({0<N(0,1)<х})+ Р({ –x<N(0, 1)<0}) = 2*Р({0<N(0,1)<х}) = 2*Ф(х). Теперь из (4) следует, что 
[image: image116.wmf]g

 = 2∙Ф(
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Используя обратную функцию для Ф(х), получаем 
[image: image118.wmf]d

 = 
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Ф–1(
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/2).

Таким образом, доверительный интервал, в котором должна содержаться оцениваемая величина 
[image: image121.wmf]г
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, построен: 
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Следует учитывать, что границы этого интервала носят случайный характер и зависят от конкретных выборочных данных, от выборки. Поэтому корректнее говорить, что с вероятностью 
[image: image123.wmf]g

 точное теоретическое значение математического ожидания накрывается построенным доверительным интервалом. 

Вероятность ошибки, т.е. того, что генеральное среднее не накроется доверительным интервалом 
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[image: image125.wmf]g

.

Задача 2. Пусть объем выборки мал, но информации, хотя бы приближенной, о числовых значениях параметров исследуемой нормальной генеральной совокупности нет. Построить доверительный интервал с надежностью 
[image: image126.wmf]g

.

Решение. Из соотношения (3) следует, что 
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 = Р({
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где 
[image: image129.wmf]2
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 является точечной несмещенной оценкой по выборке для неизвестной 
[image: image130.wmf]s

. Здесь мы приходим к более сложной случайной величине 
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, распределенной по закону Стьюдента (Т-распределение). Известно, что Т-распределение имеет следующее представление:
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 – так называемое распределение хи-квадрат (распределение Пирсона) с n степенями свободы, Ni = N(0, 1). Теперь из (5) следует, что 
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 = Р({
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[image: image140.wmf])
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 – функция распределения случайной величины 
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. По аналогии с квантилями, выражающими обращённую функцию распределения, 
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Таким образом, доверительный интервал, который должен содержать внутри себя оцениваемую величину 
[image: image147.wmf]г
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, при неизвестной 
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 построен: 
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[image: image150]
Задание 4. В предположении, что Х – нормальная генеральная совокупность, взять выборку объема n = 9 (первые 9 элементов из исходной 50-элементной выборки X). По этим элементам вычислить 
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, приняв его за центр доверительного интервала. Считать 
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 известной: 
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. Установив два уровня надежности 
[image: image154.wmf]g

 = 0.95 и 
[image: image155.wmf]g

 = 0.99, построить для исследуемой генеральной совокупности 2 доверительных интервала. Эти интервалы показать на графике гистограммы и сделать вывод: какова вероятность ошибки нашего прогноза о том, что М(Х) принадлежит первому (второму) интервалу. Решить аналогичную задачу в предположении, что 
[image: image156.wmf]s

 неизвестна, используя ее точечную оценку 
[image: image157.wmf]2
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, полученную по 9 элементам выборки.
Примечания. Для поиска интервалов в задачах 4 и 5 используйте стандартные функции Excel:
· Формула =НОРМСТРАСП(x)-0,5 вычисляет значение функции Лапласа от аргумента x (подставьте вместо x соответствующую ячейку). При этом Ф(-x)=-Ф(x), при x>3.85 Ф(x)=0,5.
· Вычислить значение обратной функции Лапласа от аргумента x можно формулой = НОРМСТОБР(x). 
· Критические точки t-критерия можно вычислить с помощью формулы =СТЬЮДРАСПОБР(a,n), где a – уровень значимости (вероятность 
[image: image158.wmf]g

или надёжность 1-
[image: image159.wmf]g

), n – число степеней свободы (объём выборки n=9). При числе степеней свободы n≥30 распределение сводится к нормальному с параметрами a = 0, σ = 
[image: image160.wmf]2
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.
· Критические точки распределения Пирсона 
[image: image161.wmf]2

c

можно вычислить с помощью формулы =ХИ2ОБР(a,n), где a – уровень значимости, n – число степеней свободы.

· Получить значение функции плотности распределения Пуассона можно с помощью формулы =ПУАССОН(n,λ,0), где n – число степеней свободы (количество событий), λ – среднее число появлений события (ожидаемое численное значение). 
· В ряде случаев для расчёта с заданным значением параметра 
[image: image162.wmf]g

функции Excel может понадобиться передать аргумент функции равным 1-
[image: image163.wmf]g

.
Вопросы для самопроверки

1. Что называется генеральной совокупностью?

2. Что называется выборкой? В чем состоит требование репрезентативности?

3. Какие результаты обработки выборки включает в себя группированный статистический ряд? Приближенным аналогом чего он является?

4. Приближенным аналогом чего является гистограмма относительных частот? Как можно ее применить на практике?

5. Что называется точечной оценкой параметра генеральной совокупности?

6. Дать определение несмещённости и состоятельности точечной оценки, привести примеры точечных оценок, обладающих этими свойствами.

7. Чем вызвана необходимость введения исправленной выборочной дисперсии?

8. Как повысить точность получаемых нами оценок различных параметров и свойств генеральной совокупности?

9. Что аппроксимирует выборочный коэффициент корреляции?

10. Как связано значение коэффициента корреляции с зависимостью или независимостью генеральных совокупностей Х и Y?

11. Приближенным аналогом чего является относительная частота wpq?

7. Статистическая проверка гипотез

Статистическая гипотеза – любое высказывание или прогноз о генеральной совокупности, которые можно проверить по выборке.


Примеры: 

1. Математическое ожидание роста случайно взятого студента больше, чем 1 м 75 см. 

2. Генеральная совокупность Х имеет нормальный закон распределения. 

3. Строительство нового промышленного комбината не повысило уровень заболеваемости населения гриппом.


Задача этого раздела математической статистики – сравнивая выборку с выводами, соответствующими выдвинутой гипотезе, сделать вывод: следует принимать гипотезу или надо ее отвергнуть. 
7.1. Этапы проверки статистических гипотез 

Э т а п  1. Выдвижение основной гипотезы 
[image: image164.wmf]0

Н

, которую называют – нулевой. Кроме нее необходимо сформулировать альтернативную (конкурирующую) гипотезу 
[image: image165.wmf]1
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.

Э т а п  2. Задается уровень значимости 
[image: image166.wmf]a

, являющийся достаточно малым числом, обычно 0.05; 0.01; 0.005. Уровень значимости равен вероятности ошибки первого рода ("будет отвергнута нулевая гипотеза в то время, как она верна"). При проверке гипотез возможны 4 сценария: 

1. гипотеза 
[image: image167.wmf]0

Н

 верна, но приняли альтернативную гипотезу 
[image: image168.wmf]1
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, совершив ошибку первого рода: 
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2. гипотеза 
[image: image171.wmf]0
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 верна, при этом 
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 отвергли, а приняли основную гипотезу 
[image: image173.wmf]0
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 – ошибки нет: 
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3. гипотеза 
[image: image175.wmf]0

Н

 неверна, при этом приняли 
[image: image176.wmf]1
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, а 
[image: image177.wmf]0

Н

 отвергли – ошибки нет;

4. гипотеза 
[image: image178.wmf]0

Н

 неверна, но 
[image: image179.wmf]1

Н

 отвергли, а приняли 
[image: image180.wmf]0

Н

 – совершается ошибка второго рода ("будет принята нулевая гипотеза в то время, как она неверна"): 
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Правильные решения могут быть 2 видов: при втором сценарии 
[image: image182.wmf](
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, и при третьем 
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. Эта вероятность называется мощностью критерия. Из формулы полной вероятности P(A) = 
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, где Hi – взаимоисключающие гипотезы,  следует, что чем меньше 
[image: image185.wmf]a

, тем больше 
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. При 
[image: image187.wmf]a

 = 0 
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 будет принята всегда, кроме того, в этом случае 
[image: image189.wmf]b

 = 
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Э т а п  3. Вводится критерий К = К(
[image: image191.wmf]n
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), являющийся случайной величиной, обладающей следующими свойствами: а) вычисляется по выборке; б) имеет известный (при верной гипотезе 
[image: image192.wmf]0
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) закон распределения; в) его величина позволяет судить о справедливости 
[image: image193.wmf]0
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.

Э т а п  4. Построение критической области 
[image: image194.wmf])
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 ("омега"). Она является подобластью области допустимых значений критерия и по определению содержит такие значения К, при которых 
[image: image195.wmf]0
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 следует отвергнуть. Если 
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 уменьшается, то и критическая область уменьшается. Вид 
[image: image197.wmf]w

 существенно зависит от вида конкурирующей гипотезы 
[image: image198.wmf]1
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, кроме этого привлекаются соображения, связанные с увеличением мощности критерия. В результате критическую область 
[image: image199.wmf]w

 обычно выбирают одного из трех видов: левостороннюю, правостороннюю, двустороннюю (симметричную). 

Э т а п  5. Вычисляется значение критерия К(
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) по выборке. Если полученное значение К
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 EMBED Equation.3  [image: image202.wmf]w

, то нулевая гипотеза 
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 отвергается, а конкурирующая 
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 принимается. При этом с вероятностью 
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 может быть совершена ошибка первого рода. Если же К
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 EMBED Equation.3  [image: image207.wmf]w

, то 
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 принимаем, а 
[image: image209.wmf]1
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 отвергаем. При этом с вероятностью 
[image: image210.wmf]b

 может быть совершена ошибка второго рода.

7.2. Проверка гипотез о параметрах генеральных совокупностей

Задача 1. Проверка гипотезы о числовом значении математического ожидания нормальной генеральной совокупности Х = N(а, 
[image: image211.wmf]s

). 
[image: image212.wmf]0
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 : а = а0. Точное теоретическое значение а – неизвестно, 
[image: image213.wmf]s

 – среднеквадратическое отклонение – известно из каких-либо соображений. Имеется выборка объема n: (x1, …, xn). Требуется ответить на вопрос: верна или нет гипотеза, что а = а0, совершая при этом ошибку первого рода с вероятностью не более 
[image: image214.wmf]a

.

Решение

Э т а п  1. 
[image: image215.wmf]0

Н

: а = а0. 
[image: image216.wmf]1
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 – альтернативная гипотеза, может быть взята одного из трех видов:

Случай 1. 
[image: image217.wmf]1

Н

: а > а0 выбираем, когда значение К по выборке – достаточно большое положительное число. 

Случай 2. 
[image: image218.wmf]1

Н

: а < а0, когда К – большое по модулю отрицательное число. 

Случай 3. 
[image: image219.wmf]1

Н

: а ≠ а0, в остальных ситуациях.

Э т а п 2. Зададим уровень значимости 
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.

0

,

01

.

0

,

05

.

0

=

a

.

Э т а п 3. Построим критерий в виде 
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Э т а п  5. Вычисляем критерий К по выборке, сравниваем полученное значение с 
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Пример. Проведено 16 замеров времени изготовления детали. Среднее время изготовления детали 
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 = 0.05 ответить на вопрос: можно ли принять значение 50 с в качестве математического ожидания времени изготовления детали?
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Задача 2. Проверка гипотезы о равенстве генеральных средних двух независимых нормальных генеральных совокупностей X и Y. 

Постановка задачи: генеральные совокупности X и Y распределены по нормальному закону: X = N(ax, 
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Э т а п  2. Вводим уровень значимости 
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Э т а п  3. Критерий К = 
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Действительно, 
[image: image309.wmf]m

Y

Y

n

X

X

Y

X

m

n

в

в

-

-

-

+

+

=

-

....

.....

1

1

 является линейной комбинацией независимых нормальных случайных величин Xi, Yj, поэтому она сама имеет нормальный закон распределения. Найдем ее числовые характеристики (используя сведения из теории вероятности):
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 (вследствие независимости всех слагаемых). При делении на 
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среднее квадратическое отклонение нормируется и становится равным 1, а на математическое ожидание это не влияет. 
Э т а п  4. Построение критической области. Аналогично предыдущей задаче, получаем: 
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Э т а п  5. По выборкам находим конкретное значение критерия К и сравниваем его с 
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7.3. Проверка гипотезы о виде распределения генеральной совокупности. Критерий согласия Пирсона

Нередко в приложениях математической статистики фигурируют задачи, в которых закон распределения генеральной совокупности заранее неизвестен, но есть основания предположить, выдвинуть гипотезу, что он имеет определённый вид. Проверка гипотезы о предполагаемом законе неизвестного распределения производится так же, как и проверка гипотезы о параметрах распределения, т.е. при помощи специально подобранной случайной величины – критерия согласия (или критерия χ2 (“хи квадрат”)) К. Пирсона. С этой целью сравниваются эмпирические частоты ni (наблюдаемые) и теоретические n'i (вычисленные в предположении о правильности гипотезы) частоты.


Приступим к проверке нулевой гипотезы: генеральная совокупность распределена нормально. В качестве критерия проверки нулевой гипотезы применяем случайную величину 
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    (6)

Ясно, что чем меньше различаются эмпирические и теоретические частоты, тем меньше величина критерия (6), следовательно, он в некоторой степени характеризует близость эмпирического и теоретического распределений. Доказано, что случайная величина (6) распределена по закону χ2 с k степенями свободы. Число степеней свободы находят по формуле k = m – 1 – r, где m – число интервалов в группированном статистическом ряде, а r – число параметров предполагаемого распределения, которые оценены по данным выборки. Если предполагаемое распределение – нормальное, то оценивают два параметра (математическое ожидание и среднеквадратическое отклонение), поэтому r = 2. Основным для проверки гипотезы на уровне значимости α служит соотношение:

Р(χ2  >χ2кр(α; k)) = α.

Если гипотеза Н0 несправедлива, то критерий принимает большое положительное значение, поэтому строим правостороннюю критическую область, определяемую неравенством χ2 >χ2кр(α; k). 

Таблица расчета χ2набл имеет следующий вид (в качестве примера взят случай выборки, на основе которой построен группированный статистический ряд,  m = 5):
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Таким образом, наблюдаемое значение критерия 
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 = 1.09. Теперь по таблице критических точек распределения χ2, по заданному уровню значимости α и числу степеней свободы k = 2 находим критическую точку χ2кр(α; k). Если χ2набл < χ2кр – нет оснований отвергнуть нулевую гипотезу. Если χ2набл > χ2кр – нулевая гипотеза отвергается, а принимается конкурирующая гипотеза, состоящая в том, что исследуемая генеральная совокупность имеет другой (отличный от нормального) закон распределения.
Задание 5. Проверить гипотезу о нормальном распределении выборки X Вашего варианта задания. Проверить гипотезу о числовом значении математического ожидания выборки X Вашего варианта задания. Проверить гипотезу о равенстве генеральных средних выборок X и Y.
Для поиска критических точек используйте функции из примечания к задаче 4.
Вопросы для самопроверки

1. Что понимается под статистической гипотезой?

2. Перечислить этапы проверки статистических гипотез.

3. Дать определение ошибки первого и второго рода. 

4. Как связана величина уровня значимости с границами критической области?

5. Какова связь между выбором вида конкурирующей гипотезы и типом критической области?

6. Привести виды критериев, используемых в задачах о проверке статистических гипотез.
8. Использование инструментов «Пакет анализа» Excel для обработки статистических данных
При проведении статистического анализа данных в Excel удобно использовать надстройку "Пакет анализа". Для анализа достаточно указать диапазоны входных данных и выбрать параметры. Расчет будет выполнен автоматически, а результаты помещены в указанный выходной диапазон. Ниже кратко описаны основные инструменты пакета. Для доступа к ним нажмите кнопку Анализ данных на вкладке Данные. Если кнопка Анализ данных недоступна, необходимо загрузить надстройку "Пакет анализа".
	Инструмент
	Описание

	Однофакторный дисперсионный анализ
	Проверяется гипотеза о том, что каждая из сравниваемых выборок извлечена из одного и того же базового распределения вероятности. Альтернатива -  базовые распределения вероятности во всех выборках разные. Для 2 выборок есть стандартная функция ТТЕСТ. Пример применения - любое сравнение распределений в 2 и более выборках

	Двухфакторный дисперсионный анализ
	Систематизирует данные по 2 параметрам, например, влиянию пар условий (фактор1, фактор2) на  наблюдения. Проверяет гипотезы о том, извлечены ли данные выборки для различных значений фактора1 из одной выборки независимо от значения фактора2 и наоборот, а также извлечены ли пары (фактор1, фактор2) из одной генеральной совокупности. Альтернатива – гипотеза о том, что влияние конкретных пар значений (фактор1, фактор2) превышает влияние факторов по отдельности. Анализ без повторений дополнительно предполагает, что есть только одно наблюдение для каждой пары значений (фактор1, фактор2). Пример применения - влияние пар значений (освещенность,  средняя температура) на рост растений

	Корреляция и Ковариация
	Вычисляет коэффициенты корреляции и ковариации между двумя и более наборами измерений. Полученные значения коэффициентов для каждой возможной пары переменных измерений показывают степень зависимости между выборками.

	Описательная статистика
	Создает одномерный статистический отчет о центральной тенденции и изменчивости входной выборки

	Экспоненциальное сглаживание
	Применяется для предсказания значения на основе прогноза для предыдущего периода, скорректированного с учетом погрешностей в этом прогнозе. При анализе используется константа сглаживания a, по величине которой определяется степень влияния на прогнозы погрешностей в предыдущем прогнозе. Для константы сглаживания наиболее подходящими являются значения от 0,2 до 0,3. Эти значения показывают, что ошибка текущего прогноза установлена на уровне от 20 до 30 процентов ошибки предыдущего прогноза. Более высокие значения константы ускоряют отклик, но могут привести к непредсказуемым выбросам. Низкие значения константы могут привести к большим промежуткам между предсказанными значениями.

	F-тест для дисперсии по двум выборкам
	сравнение дисперсий двух генеральных совокупностей: предоставляет результаты сравнения нулевой гипотезы о том, что 2 выборки взяты из распределения с равными дисперсиями, с гипотезой, предполагающей, что дисперсии различны в базовом распределении. Коэффициент f, близкий к 1 – дисперсии равны. Если f < 1, величина "P(F <= f) одностороннее" показывает значение F-статистики меньшего f при равных дисперсиях генеральной совокупности для выбранного уровня значимости "Альфа". Если f > 1, "P(F <= f) одностороннее" даёт значение F-статистики большего f при равных дисперсиях генеральной совокупности для уровня значимости "Альфа".

	Анализ Фурье
	Решает задачи в линейных системах и анализирует периодические данные на основе метода быстрого преобразования Фурье (БПФ). Эта процедура поддерживает также обратные преобразования, при этом, инвертирование преобразованных данных возвращает исходные данные.

	Гистограмма
	Позволяет вычислить выборочные и интегральные частоты попадания данных в указанные интервалы значений. При этом рассчитываются числа попаданий для заданного диапазона ячеек. В качестве "карманов" следует указывать правые границы интервалов.

	Скользящее среднее
	Используется для расчета значений в прогнозируемом периоде на основе среднего значения переменной для указанного числа предшествующих периодов. Скользящее среднее, в отличие от простого среднего для всей выборки, содержит сведения о тенденциях изменения данных. Этот метод может использоваться для прогноза сбыта, запасов и других процессов. Расчет прогнозируемых значений выполняется по следующей формуле: 
[image: image346.png]


. Здесь N — число предшествующих периодов, входящих в скользящее среднее, Aj — фактическое значение в момент времени j, Fj — прогнозируемое значение в момент времени j. 

	Генерация случайных чисел
	Используется для заполнения диапазона случайными числами, извлеченными из одного или нескольких распределений. С помощью данной процедуры можно моделировать объекты, имеющие случайную природу, по известному распределению вероятностей.

Например, можно использовать нормальное распределение для моделирования совокупности данных по росту индивидуумов, или использовать распределение Бернулли для двух вероятных исходов, чтобы описать совокупность результатов бросания монеты.

	Ранг и персентиль
	Используется для вывода таблицы, содержащей порядковый и процентный ранги для каждого значения в наборе данных. Данная процедура может быть применена для анализа относительного взаиморасположения данных в наборе. Она использует функции РАНГ и ПРОЦЕНТРАНГ. РАНГ не работает со связанными значениями. Если требуется учитывать связанные значения, можно воспользоваться функцией РАНГ вместе с коэффициентом изменения, описанным в файле справки для функции РАНГ

	Регрессия
	Линейный регрессионный анализ заключается в подборе графика для набора наблюдений с помощью метода наименьших квадратов. Регрессия используется для анализа воздействия на отдельную зависимую переменную значений одной или более независимых переменных.

Например, на спортивные качества атлета влияют несколько факторов, включая возраст, рост и вес. Регрессия пропорционально распределяет меру качества по этим трем факторам на основе его спортивных результатов. Результаты регрессии впоследствии могут быть использованы для предсказания качеств нового, непроверенного атлета. Регрессия использует функцию ЛИНЕЙН.

	Выборка
	Инструмент создает выборку из генеральной совокупности, рассматривая входной диапазон как генеральную совокупность. Если совокупность слишком велика для обработки или построения диаграммы, можно использовать представительную выборку. Кроме того, если предполагается периодичность входных данных, то можно создать выборку, содержащую значения только из отдельной части цикла.

Например, если входной диапазон содержит данные для квартальных продаж, создание выборки с периодом 4 разместит в выходном диапазоне значения продаж из одного и того же квартала.

	t-тесты
	Двухвыборочный t-тест проверяет равенство средних значений генеральной совокупности по каждой выборке. Эти три средства допускают следующие условия: равные дисперсии генерального распределения, дисперсии генеральной совокупности не равны, а также представление двух выборок до и после наблюдения по одному и тому же субъекту.

Для всех трех средств, перечисленных ниже, значение t-статистики t вычисляется и отображается как "t-статистика" в выводимой таблице. В зависимости от данных, это значение t может быть отрицательным или неотрицательным. Если предположить, что средние генеральной совокупности равны, при t < 0 “P(T <= t) одностороннее” дает вероятность того, что наблюдаемое значение t-статистики будет более отрицательным, чем t. При t >=0 “P(T <= t) одностороннее” делает возможным наблюдение значения t-статистики, которое будет более положительным чем t. “t критическое одностороннее” выдает пороговое значение, так что вероятность наблюдения значения t-статистики большего или равного “t критическое одностороннее” равно Alpha.

“P(T <= t) двустороннее” дает вероятность наблюдения значения t-статистики по абсолютному значению большего чем t. “P критическое двустороннее” выдает пороговое значение, так что значение вероятности наблюдения значения t- статистики по абсолютному значению большего “P критическое двустороннее” равно Alpha.

Двухвыборочный t-тест с одинаковыми дисперсиями.   Двухвыборочный t-тест Стьюдента служит для проверки гипотезы о равенстве средних для двух выборок. Эта форма t-теста предполагает совпадение значений дисперсии генеральных совокупностей и обычно называется гомоскедастическим t-тестом.

Двухвыборочный t-тест с разными дисперсиями.   Двухвыборочный t-тест Стьюдента используется для проверки гипотезы о равенстве средних для двух выборок данных из разных генеральных совокупностей. Эта форма t-теста предполагает несовпадение дисперсий генеральных совокупностей и обычно называется гетероскедастическим t-тестом. Если тестируется одна и та же генеральная совокупность, используйте парный тест.

Для определения тестовой величины t используется следующая формула: 
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Следующая формула используется для вычисления степени свободы df. Так как результат вычисления обычно не бывает целым числом, значение df округляется до целого для получения порогового значения из t-таблицы. Функция Excel ТТЕСТ по возможности использует вычисленные значения без округления для вычисления значения ТТЕСТ с нецелым значением df. Из-за разницы подходов к определению степеней свободы, результаты функций ТТЕСТ и t-тест будут различаться в случае с разными дисперсиями. 
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Парный двухвыборочный t-тест для средних.   Парный двухвыборочный t-тест Стьюдента используется для проверки гипотезы о различии средних для двух выборок данных. В нем не предполагается равенство дисперсий генеральных совокупностей, из которых выбраны данные. Парный тест используется, когда имеется естественная парность наблюдений в выборках, например, когда генеральная совокупность тестируется дважды — до и после эксперимента. 

Примечание.  Одним из результатов теста является совокупная дисперсия (совокупная мера распределения данных вокруг среднего значения), вычисляемая по следующей формуле: 
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	z-тест
	Двухвыборочный z-тест для средних с известными дисперсиями  используется для проверки гипотезы о различии между средними двух генеральных совокупностей. При неизвестных значения дисперсий следует использовать функцию ZТЕСТ.

При использовании функции z-тест следует внимательно просматривать результат. “P(Z <= z) одностороннее” на самом деле означает P(Z >= ABS(z)), вероятность z-значения, удаленного от 0 в том же направлении, что и наблюдаемое z-значение при одинаковых средних значениях генеральной совокупности. “P(Z <= z) двустороннее” означает P(Z >= ABS(z) или Z <= -ABS(z)), вероятность z-значения, удаленного от 0 в том же направлении, что и наблюдаемое z-значение при одинаковых средних значениях генеральной совокупности. Двусторонний результат является односторонним результатом, умноженным на 2. Функцию z-тест можно применять для гипотезы об особом ненулевом значении разницы между двумя средними генеральных совокупностей.

Тест может использоваться, например, для определения различия между характеристиками двух моделей автомобилей.


Версия документа: 0.2
� EMBED Equation.3  ��� является важнейшей числовой характеристикой генеральной совокупности, имеющей смысл среднего значения, центра, вокруг которого группируются все возможные значения генеральной совокупности. В качестве приближенного значения или точечной оценки для � EMBED Equation.3  ��� будем использовать выборочное среднее � EMBED Equation.3  ���, которое может быть вычислено по имеющейся в нашем распоряжении выборке








Dг является второй важнейшей числовой характеристикой генеральной совокупности, имеющей смысл меры рассеяния (разброса) значений генеральной совокупности вокруг генерального среднего. 





На практике часто пользуются следующими формулами: для нормального распределения доверительный интервал для оценки математического ожидания при известном ср.кв.откл. (  имеет вид � INCLUDEPICTURE "http://apollyon1986.narod.ru/docs/TViMS/NP/lekziitv/lek289.gif" \* MERGEFORMATINET ��� Число t находят по таблице функции Лапласа Ф(х).


Доверительный интервал для оценки математического ожидания при неизвестном (  имеет вид � INCLUDEPICTURE "http://apollyon1986.narod.ru/docs/TViMS/NP/lekziitv/lek295.gif" \* MERGEFORMATINET ���где s2 (исправленная дисперсия) = (


Доверительный интервал для оценки дисперсии и среднеквадратического отклонения имеет вид � INCLUDEPICTURE "http://apollyon1986.narod.ru/docs/TViMS/NP/lekziitv/lek305.gif" \* MERGEFORMATINET ���








Здесь M(XY) - корреляционный момент, равный математическому ожиданию произведения отклонений случайных величин от своих математических ожиданий. Он вычисляется с помощью двумерного закона распределения или корреляционной таблицы.


Для измерения степени зависимости случайных величин используют также коэффициент ковариации – числитель соотношения (1)
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