Лабораторная работа 3. 
Часть 1.

ИНТЕРПОЛЯЦИЯ.

Постановка задачи интерполяции.

На интервале [a,b] задана система точек (узлы интерполяции) xi, i=0,1,...,N; a ( x i ( b, и значения неизвестной функции в этих узлах fi, i=0,1,2,....,N. Могут быть поставлены следующие задачи:

1) Построить функцию F(x), принимающую в узлах интерполяции xi, заданные значения fi: F(xi)=fi ,i=0,1,…, N (условия интерполяции);
2) Для заданного значения z([a,b] найти F(z);
Решение задачи интерполяции

Задача имеет много решений: через заданные точки (xi, fi) можно провести бесконечно много кривых, каждая из которых будет графиком функции, для которой выполнены все условия интерполяции. Локальная интерполяция: на каждом интервале [xi-1, xi] строится своя функция. Глобальная интерполяция: одна функция для всего интервала [a,b]. Пример локальной интерполяции:  Кусочно-линейная. На каждом интервале функция является линейной Fi(z)=kiz+ci; значения коэффициентов находятся из выполнения условий интерполяции в концах отрезка:Fi(xi-1)= fi-1, Fi(xi)= fi . Откуда следует, что 
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. Итоговая функция будет непрерывной, но производная будет разрывной в каждом узле интерполяции.

Пример глобальной интерполяции:    полином Лагранжа 
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где 
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Формулировка задания.
1. Задана исходная функция g(x) и интервал [a,b]. Построить узлы интерполяции xi =a+h(i, i=0,1,...,N, h=(b-a)/N, (N‑ параметр задачи), и вычислить в этих узлах значения fi= g(xi). Таким образом, получены исходные данные для задачи интерполяции. Построить график  функции на отрезке [a,b]. 
2. Вычислить значение F(z) в некоторой произвольной точке z([a,b], не совпадающей ни с одним из узлов xi с помощью кусочно-линейной интерполяции. Найти погрешность метода |g(z)-F(z)| при  N= 10 и  N= 20. Вычисления оформить в виде таблиц:
	i 
	xi
	g i
	
	i
	xi
	g i

	 0
	
	
	
	0
	
	

	 1
	
	
	
	1
	
	

	….
	
	
	
	….
	
	

	10
	
	
	
	20
	
	


 при N=10       z=  …   

           
     F(z)= …            |g(z)-F(z)|=…
   при N=20      z=   …  

           
     F(z)= …             |g(z)-F(z)|=…
Здесь z – произвольная точка отрезка [a,b], не совпадающая ни с одним из узлов xi.
3. Вычислить значение  F(z) с помощью полинома Лагранжа LN(z), где z ‑ произвольная точка из отрезка [a,b], не совпадающая ни с одним из узлов xi. Найти погрешность метода |g(z)-F(z)|. Расчеты провести при N= 10 и  N= 20. Вычисления оформить в виде таблицы:
	i 
	xi
	g i
	l i(z)

	0
	
	
	

	 1
	
	
	

	….
	
	
	

	10
	
	
	


   при N=10         z=  ….   

           
        f(z)= ….                           |g(z)-Ln(z)|=

   при N=20        z=   ….  

           
       f(z)= ….                            |g(z)- Ln (z)|=

Часть 2
Подбор полиномиальной зависимости методом наименьших квадратов (МНК)

Формулировка задания.

Задана система точек (узлы интерполяции) xi , i=1,2,...,N; a ( xi ( b, и значения fi, i = 1,2,....,N. Требуется построить полиномы:

a) 1-ой степени P1(x)=a1+a2x, 

b) 2-ой степени P2(x)=a1+a2x+a3x2, 

c) 3-ой степени P3(x)=a1+a2x+a3x2+a4x3, 

имеющие в узлах интерполяции минимальное отклонение от заданных значений fi. Искомыми величинами являются коэффициенты полинома (ai). Полиномы должны быть самым близким к заданным точкам из всех возможных полиномов, соответствующей степени в смысле МНК, т.е. сумма квадратов отклонений 
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 должна быть минимальной.
1. Получить систему нормальных уравнений для каждого полинома.
2. Вычислить коэффициенты ai .

3. Определить какой из полиномов имеет минимальную сумму квадратов отклонений.

Пример. Для полинома 3-ей степени система нормальных уравнений получается следующем образом: в i-ой точке полином P3(x) отклоняется от значения fi на величину (P3(xi)-fi). Суммируя квадраты отклонений полинома по всем точкам i=1,2,…N, построим функционал квадратов отклонений, зависящий от коэффициентов полинома: 
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Найдем min
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. Для этого приравняем нулю все частные производные 
[image: image8.wmf]G

: 

[image: image9.wmf]23

1234

1

1

23

1234

1

2

223

1234

1

3

323

1234

1

4

2()0

2()0

2()0

2()0

N

iiii

i

N

iiiii

i

N

iiiii

i

N

iiiii

i

G

aaxaxaxf

a

G

xaaxaxaxf

a

G

xaaxaxaxf

a

G

xaaxaxaxf

a

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

=

=

=

=+++-=

=+++-=

=+++-=

=+++-=

å

å

å

å


Собирая коэффициенты при неизвестных ai, получим СЛАУ относительно  
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 EMBED Equation.2  




(1)
В матричном виде систему (1) можно записать в виде: 
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На  Excel вычисления можно оформить в виде:
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Методом обратной матрицы найти решение 
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, вычислить сумму квадратов отклонений 
[image: image43.wmf]232

1234

1

()

n

iiii

i

aaxaxaxf

=

+++-

å

.

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ ДЛЯ ЧАСТИ 1.


	№ 
	g(x)
	[a, b]

	1
	2/(1 – x2)
	[2, 3]
	15
	2 –x – 1
	[1, 2]

	2
	(1–x)/(1 + x2)
	[ –1, 1]
	16
	1/sin2x
	[(/4, 3(/4]

	3
	1/(1 + x2)
	[2, 3]
	17
	1/cos2x
	[ –(/4, (/4]

	4
	(2 – x2)(3 – x)
	[ –1, 0.5]
	18
	(1 – x)/x
	[ –1, 0.5]

	5
	Sin(2x)
	[0, 1]
	19
	Sin(x) + cos(2x)
	[ –(/4, (/4]

	6
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	[0, 2]
	20
	x1/3 + x – 2/3
	[1, 2]

	7
	1/sin2x
	[0.5, 1.5]
	21
	5/sin2x
	[(/4, (/2]

	8
	3/
[image: image45.wmf]2

1

x

-


	[ –(/4, (/4]
	22
	ex/3
	[–0.5,0.5]

	9
	ex
	[ –1, 1]
	23
	sin(x) – 3 cos (2x)
	[(/4, (/2]

	10
	x2/3  
	[0, 5]
	24
	1/(1 + x)+2/(1 – x2)
	[–0.5,0.5]

	11
	cos(x)–1/2 cos(2x)
	[ –(, (]
	25
	cos(x)–1/4 sin(2x)
	[ –(, (]

	12
	sin(x)+1/3sin(3x)
	[0, 2(]
	26
	3/cos2x
	[0, (/2]

	13
	1/(1+x)
	[1, 3]
	27
	5/
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	[2, 3]

	14
	x3 – 3x2+2
	[0, 1]
	28
	(x2 – 3x+2)/(x2+1)
	[0, 1]


ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ ДЛЯ ЧАСТИ 2.

	x
	-10
	-8,3
	-6,7
	-5
	-3
	-1,67
	0
	1,67
	3,33
	5
	6,7
	8,33
	10

	Вар.1
	0,02
	0,19
	0,4
	1
	1
	0,85
	1,02
	1,19
	1,35
	1,5
	1,7
	1,85
	2

	Вар.2
	21
	14,9
	9,9
	6
	3
	1,56
	1
	1,56
	3,22
	6
	9,9
	14,9
	21

	Вар.3
	-310
	-182
	-96
	-43
	-14
	-3,06
	0
	3,06
	14,4
	43
	96
	182
	310

	Вар.4
	-2,98
	-2,3
	-1,6
	-1
	-0
	0,35
	1,02
	1,69
	2,35
	3
	3,7
	4,35
	5

	Вар.5
	51
	35,7
	23
	14
	7
	2,39
	1
	2,39
	6,56
	14
	23
	35,7
	51

	Вар.6
	-610
	-356
	-184
	-80
	-26
	-4,44
	0
	4,44
	25,6
	80
	184
	356
	610

	Вар.7
	-5,98
	-4,8
	-3,6
	-2
	-1
	-0,15
	1,02
	2,19
	3,35
	4,5
	5,7
	6,85
	8

	Вар.8
	81
	56,6
	37
	21
	10
	3,22
	1
	3,22
	9,89
	21
	37
	56,6
	81

	Вар.9
	-100
	-60
	-33
	-16
	-7
	-2,08
	0
	2,08
	6,67
	16
	33
	60,4
	100

	Вар.10
	-8,98
	-7,3
	-5,6
	-4
	-2
	-0,65
	1,02
	2,69
	4,35
	6
	7,7
	9,35
	11

	Вар.11
	56
	39,2
	25
	15
	7
	2,53
	1
	2,53
	7,11
	15
	25
	39,2
	56

	Вар.12
	-70
	-43
	-24
	-13
	-6
	-1,94
	0
	1,94
	5,56
	13
	24
	43,1
	70

	Вар.13
	-11,98
	-9,8
	-7,6
	-5
	-3
	-1,15
	1,02
	3,19
	5,35
	7,5
	9,7
	11,9
	14

	Вар.14
	71
	49,6
	32
	19
	9
	2,94
	1
	2,94
	8,78
	19
	32
	49,6
	71

	Вар.15
	-85
	-52
	-29
	-14
	-6
	-2,01
	0
	2,01
	6,11
	14
	29
	51,7
	85

	Вар.16
	-14,98
	-12
	-9,6
	-7
	-4
	-1,65
	1,02
	3,69
	6,35
	9
	12
	14,4
	17

	Вар.17
	86
	60
	39
	22
	10
	3,36
	1
	3,36
	10,4
	22
	39
	60
	86

	Вар.18
	-70
	-43
	-24
	-13
	-6
	-1,94
	0
	1,94
	5,56
	13
	24
	43,1
	70

	Вар.19
	-17,98
	-15
	-12
	-8
	-5
	-2,15
	1,02
	4,19
	7,35
	11
	14
	16,9
	20

	Вар.20
	51
	35,7
	23
	14
	7
	2,39
	1
	2,39
	6,56
	14
	23
	35,7
	51

	Вар.21
	-80
	-49
	-27
	-14
	-6
	-1,99
	0
	1,99
	5,93
	14
	27
	48,8
	80

	Вар.22
	-20,98
	-17
	-14
	-10
	-6
	-2,65
	1,02
	4,69
	8,35
	12
	16
	19,4
	23

	Вар.23
	58,5
	40,9
	27
	15
	7
	2,6
	1
	2,6
	7,39
	15
	27
	40,9
	59

	Вар.24
	-90
	-55
	-30
	-15
	-6
	-2,04
	0
	2,04
	6,3
	15
	30
	54,6
	90

	Вар.25
	-23,98
	-20
	-16
	-11
	-7
	-3,15
	1,02
	5,19
	9,35
	14
	18
	21,9
	26

	Вар.26
	66
	46,1
	30
	17
	8
	2,81
	1
	2,81
	8,22
	17
	30
	46,1
	66

	Вар.27
	-100
	-60
	-33
	-16
	-7
	-2,08
	0
	2,08
	6,67
	16
	33
	60,4
	100

	Вар.28
	-103,3
	-62
	-34
	-17
	-7
	-2,1
	0
	2,1
	6,79
	17
	34
	62,3
	103
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